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VORREDE. 


Uie  Vorlesungen  über  partielle  Differentialgleichungen, 
welche  ich  hiermit  in  dritter  Auflage  der  Oeffentlich- 
keit  übergebe,  sind  von  Rie mann  während  seiner  aka- 
demischen Thätigkeit  in  Göttingen  gehalten,  und  zw^ar 
im  Winter  1854/55,  im  Winter  1860/61  und  im  Som- 
mer 1862.  üeber  den  grössten  Theil  derselben  findet 
sich  neben  einer  Reihe  kürzerer  Notizen  eine  zusammen- 
hängende Ausarbeitung  von  Riemann's  eigener  Hand 
vor.  Dieselbe  ist  allerdings  in  der  Form,  in  welcher  sie 
vorliegt,  nicht  zur  Veröffentlichung  bestimmt  gewesen. 
Man  hat  sie  vielmehr  als  sorgfältige  Vorbereitung  für 
den  mündlichen  Vortrag  anzusehen.  Danach  würde  man 
durchaus  gegen  Riemann's  Absicht  gehandelt  haben, 
wenn  man  seine  Ausarbeitung  wörtlich  hätte  zum  Ab- 
druck bringen  wollen.  Doch  ist  dieselbe  für  die  Her- 
ausgabe von  grosser  Wichtigkeit,  insofern  der  G-edan- 
kengang  und  die  Entwicklung  der  Formeln  fast  durch- 
weg beibehalten  werden  konnte  und  musste.  Dass  ich 
bei  der  Redaction  mir  freie  Hand  gehalten  habe,  rechne 
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ich  mir  nicht  als  besonderes  Verdienst  an,  aber  ich 
muss  es  erwähnen,  weil  in  dieser  Beziehung  ich  allein 
die  Verantwortung  zu  tragen  habe.  Die  Einleitung 
ist  wörtlich  abgedruckt.  Sie  trägt  im  Manuscripte 
die  Bezeichnung:  Michaelis  54.  Die  zusammenhängende 
Bearbeitung  enthält  von  dieser  Einleitung  nur  den  er- 
sten Satz  und  fängt  dann  sofort  mit  den  bestimmten 
Integralen  (§.  2)  an. 

Ausser  Riemann's  eigenem  Manuscript  habe  ich 
die  in  der  Wintervorlesung  1860/61  von  mir  gemachten 
Aufzeichnungen  und  das  danach  ausgearbeitete  Heft  zu 
Grunde  gelegt.  Diese  enthalten,  was  G-edankengang 
und  Formeln  betrifft,  dasselbe,  wie  das  Manuscript,  sie 
gehen  aber  an  verschiedenen  Stellen  über  den  Inhalt  des 
letzteren  hinaus.  So  sind  die  §§.  36  bis  40  etwas  aus- 
führlicher behandelt  als  in  Riemann's  Handschrift.  Die 
§§.  71  bis  73,  79  bis  97,  101,  107  bis  113  sind  in  der 
Wintervorlesung  1860/61  neu  hinzugekommen.  Am 
Schlüsse  des  Semesters  hat  Riemann  auch  noch  die 
Bewegung  eines  Ringes  in  einer  unendlichen  Flüssig- 
keit, analog  der  Dirichlet'schen  Aufgabe  von  der  Kugel, 
behandelt.  Er  hat  sich  jedoch  darauf  beschränkt,  in 
die  partielle  Differentialgleichung  Ringcoordinaten  ein- 
zuführen und  für  die  Lösung  den  Weg  im  Grossen  vor- 
zuschreiben. 

Unter  den  Mathematikern,  welche  die  Theorie  der 
partiellen  Differentialgleichungen  erheblich  gefördert 
haben,  nimmt  Dirichlet  eine  hervorragende  Stellung 
ein.  Er  hat  aber  nicht  nur  an  der  Ausbildung  der 
Theorie  gearbeitet,  er  hat  sie,  wie  die  Lehre  vom  Boten- 
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tial,  zuerst  auf  deutschen  Universitäten  zum  Gegen- 
stände besonderer  Vorlesungen  gemaclit.  Das  grosse 
Verdienst,  das  er  sich  damit  um  das  Studium  der 
Mathematik  erworben,  wird  gewiss  auch  durch  den  Um- 
stand ins  rechte  Licht  gesetzt,  dass  diese  Vorlesungen 
mit  seinem  Tode  nicht  eingegangen  sind,  vielmehr  gegen- 
wärtig auf  fast  allen  deutschen  Universitäten  einen  regel- 
mässigen Bestandtheil  des  Programmes  ausmachen.  So 
hat  auch  Riemann  nach  Dirichlet  die  Vorlesungen 
über  das  Potential  und  übei^  die  partiellen  Differential- 
gleichungen übernommen.  Bei  Uebereinstimmung  des 
behandelten  Gegenstandes  ist  es  natürlich,  dass  in  der 
Anlage  und  in  der  Ausführung  vieles  mit  Dirichlet 
übereinstimmt.  Aber  Riemann  hat  sich  nicht  darauf 
beschränkt,  einfach  die  Erbschaft  seines  grossen  Vor- 
gängers anzutreten.  Er  hat  eine  Fülle  des  Eigenthüm- 
lichen  hinzugegeben. 

Die  zweite  Auflage  der  partiellen  Differential- 
gleichungen hat  wesentliche  Aenderungen  nicht  erfah- 
ren. Ich  habe  mich  darauf  beschränkt,  da,  wo  es  nöthig 
oder  wünschenswerth  erschien,  eine  sorgfältige  Revision 
des  Textes  vorzunehmen. 

Die  dritte  Auflage  ist  ein  einfacher  Abdruck  der 
zweiten,  natürlich  bis  ins  einzelne  genau  durchgesehen. 

Aachen,   den  6.  Mai  1882. 

K.  Hattendorff. 
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EINLEITUNG. 


Die  partiellen  Differentialgleichungen  und  ihre 
Anwendung  in  der  Physik. 

Der  Gegenstand  dieser  Vorlesungen  ist  die  Behandlung  der 
partiellen  Differentialgleichungen  und  die  Anwendung  davon  auf 
physikalische  Fragen.  Daher  wird  es  passend  sein,  einige  einlei- 
tende Bemerkungen  über  das  Verhältniss  der  Theorie  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  zur  Physik  voraufzuschicken. 

Eine  wissenschaftliche  Physik  existirt  bekanntlich  erst  seit 
der  Erfindung  der  Differentialrechnung.  Erst  seitdem  man  ge- 
lernt hat,  dem  Lauf  der  Naturereignisse  stetig  zu  folgen,  sind  die 
Versuche,  den  Zusammenhang  der  Erscheinungen  in  abstracten 
Begriffen  nachzuconstruiren,  von  Erfolg  gewesen.  Hierzu  gehörte 
zweierlei:  erstens  einfache  Grundbegriffe,  mit  denen  man  con- 
struirt,  und  zweitens  eine  Methode,  um  aus  den  einfachen  Grund- 
gesetzen dieser  Construction,  welche  sich  auf  Zeitpunkte  und 
Raumpunkte  beziehen,  die  Gesetze  für  endliche  Zwischenzeiten 
und  Abstände,  welche  allein  der  Beobachtung  zugänglich  sind 
(mit  der  Erfahrung  verglichen  werden  können),  abzuleiten. 

Den  ersten  Schritt  in  Bezug  auf  die  Grundbegriffe  that  Ga- 
lilei, als  er  die  Gesetze  des  freien  Falles  der  Körper  aus  der  Ein- 
wirkung der  Schwere  in  allen  einzelnen  Zeitpunkten  construirte; 
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er  fand  den  Begriff  der  beschleunigenden  Kraft,  den  Begriff  einer 
einfachen  Bewegungsursache.  Diesem  Schritte  fügte  Newton 
einen  zweiten  hinzu:  er  fand  den  Begriff  eines  anziehenden  Cen- 
trums, den  Begriff  einer  einfachen  Kraftursache.  Mit  diesen  bei- 
den Grundbegriffen,  dem  Begriff  der  beschleunigenden  Kraft  und 
dem  Begriff  eines  anziehenden  oder  abstossenden  Centrums  con- 
struirt  die  Physik  noch  heute.  Noch  die  heutige  mathematische 
Speculation  von  Laplace,  Poisson,  Cauchy  wird  da,  wo  der 
Faden  der  Beobachtungen  sie  zu  leiten  aufhört,  allein  bestimmt 
durch  das  Bestreben,  die  Erscheinungen  auf  diese  beiden  Grund- 
begriffe zurückzuführen.  In  Bezug  auf  die  Begriffe,  welche  man 
in  der  Physik  der  Naturerklärung  zu  Grunde  legt,  steht  man  also 
noch  heute  auf  dem  Standpunkte  Newton 's.  Es  ist  seit  Newton 
kein  neuer  Fortschritt  gemacht;  alle  Versuche,  über  diese  Grund- 
begriffe hinaus  ins  Innere  der  Natur  zu  dringen,  sind  bis  jetzt 
missglückt;  der  Einfluss  der  späteren  philosophischen  Systeme, 
wo  er  sich  in  der  physikalischen  Literatur  geltend  gemacht,  hat 
nur  den  Erfolg  gehabt,  die  ursprüngliche  Auffassung  Newton 's 
zu  verunstalten  und  Inconsequenzen  in  dieselbe  einzuführen. 

Wesentlich  vervollkommnet  aber  ist  die  Methode,  durch 
welche  man  von  den  einfachen  Grundgesetzen,  die  für  Raumpunkte 
und  Zeitpunkte  gelten,  —  von  den  Differentialgleichungen  —  zu 
den  Gesetzen  für  endliche  Zeiträume  und  ausgedehnte  Körper 
fortschreitet.  In  der  ersten  Zeit  nach  der  Erfindung  der  Diffe- 
rentialrechnung konnte  man  nur  gewisse  abstracto  Fälle  behan- 
deln: man  betrachtete  in  der  Lehre  vom  freien  Fall  die  Masse  der 
Körper  als  im  Schwerpunkte  vereinigt,  man  dachte  sich  die  Him- 
melskörper als  mathematische  Punkte,  man  behandelte  in  der  Lehre 
vom  Pendel  zuerst  nur  das  mathematische  Pendel,  d.  h.  eine  starre, 
um  einen  Punkt  drehbare  Linie  mit  einem  schweren  Punkte  ver- 
sehen, so  dass  man  den  Fortschritt  vom  Unendlichkleinen  zum 
Endlichen  nur  nach  einer  Dimension ,  in  Bezug  auf  eine  Variable, 
die  Zeit,  zu  machen  hatte.  Im  allgemeinen  aber  muss  man,  um 
aus  den  Elementargesetzen  die  Erscheinungen  abzuleiten,  den  Fort- 
schritt vom  Unendlichkleinen  zum  Endlichen  nach  mehr  als  einer 
Dimension  machen.  Denn  die  Elementargesetze  beziehen  sich  auf 
Raum-  und  Zeitpunkte,  die  Erscheinungen  aber  auf  ausgedehnte 
Körper.  Solche  Aufgaben  führen,  allgemein  zu  reden  —  in  be- 
sonderen Fällen  kann  sich  allerdings  das  Problem  vereinfachen  — , 
auf  partielle  Differentialgleichungen.    Erst  sechzig  Jahre  nach  dem 
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Erscheinen  von  JSTewton'sPrincipien*)  wurde  die  erste  physikali- 
sche Aufgabe  gelöst,  welche  auf  eine  partielle  Differentialgleichung 
führt.  Es  war  dies  die  von  d'Alembert  ausgeführte  Bestimmung 
der  Schwingungen,  welche  eine  gespannte  Saite  machen  kann.  Es 
dauerte  indessen  noch  lange,  ehe  man  allgemeine  Methoden  fand, 
durch  welche  sich  physikalische  Aufgaben,  die  auf  partielle  Diffe- 
rentialgleichungen führen,  lösen  lassen.  Diesen  Fortschritt  ver- 
dankt man  Fourier,  welcher  zuerst  solche  Methoden  bei  seinen 
Untersuchungen  über  die  Verbreitung  der  Wärme  in  festen  Kör- 
pern anwandte.  Es  geschah  dies  fast  ebenso  lange  nach  dem  Ur- 
sprünge der  partiellen  Differentialgleichungen,  als  dieser  auf  die 
Gründung  der  Differentialrechnung  folgte.  Die  Principien  New- 
ton's  erschienen  1687,  die  von  d'Alembert  gegebene  Lösung 
des  Problems  der  schwingenden  Saiten  1747,  wieder  60  Jahre 
später,  am  21.  December  1807,  theilte  Fourier  der  Pariser  Aka- 
demie die  erste  Arbeit  über  die  Wärme  mit. 

Seitdem  bilden  in  allen  physikalischen  Theorien  partielle 
Differentialgleichungen  die  eigentlichen  Grundlagen  der  Rechnung. 
In  der  Lehre  von  den  Schallschwingungen  in  gasförmigen,  liquiden 
und  festen  Körpern,  bei  den  Untersuchungen  über  die  Elasticität 
der  Körper,  in  der  Optik,  überall  bilden  partielle  Differential- 
gleichungen die  eigentlichen  Grundgesetze,  die  sich  an  der  Erfah- 
rung bestätigen  lassen.  Man  geht  freilich  in  der  Darstellung  dieser 
Theorien  meistens  von  der  Annahme  von  Molekülen  aus,  welche 
bestimmte  von  der  Entfernung  abhängige  Anziehungs-  oder  Ab- 
stossungskräfte  auf  einander  ausülDCU,  Es  werden  dann  die  Werthe 
der  Constanten  in  den  partiellen  Differentialgleichungen  abhängig 
von  der  Vertheilung  der  Moleküle  und  dem  Gesetz,  nach  welchem 
sie  in  die  Ferne  wirken.  Aber  man  ist  weit  davon  entfernt,  be- 
stimmte Schlüsse  über  die  Art  der  Vertheilung  der  Moleküle  und 
das  Gesetz  der  von  ihnen  ausgeübten  Anziehungen  und  Abstossun- 
gen  machen  zu  können;  ja  es  ist  meistens  nicht  einmal  die  Mög- 
lichkeit gezeigt  worden,  dass  man  diese  Vertheilung  der  Moleküle 
und  diese  Anziehungs-  und  Abstossungsgesetze  so  annehmen  könne, 
dass  die  Constanten  in  den  partiellen  Differentialgleichungen  die 
der  Erfahrung  entsprechenden  Werthe  erhalten.  '  In  allen  diesen 
physikalischen  Theorien,  bei  allen  Erscheinungen,  welche  man 
durch  Annahme  von  Molekularkräften  erklärt,  bilden  also  jetzt 


*)  Philosophiae  naturalis  principia  matlieraatica.     Londiiji  1687.    4. 
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partielle  Differentialgleichungen  die  eigentliche,  durch  die  Erfah- 
rung festgestellte  Grundlage.  Dasselbe  gilt  auch  von  den  Erschei- 
nungen, welche  man  durch  Annahme  von  Anziehungs-  und  Ab- 
stossungskräften  erklärt,  die  umgekehrt  proportional  dem  Quadrat 
der  Entfernung  wirken:  von  dem  Magnetismus,  der  Elektricität 
und  von  der  Gravitation,  sobald  man  es  dabei  mit  ausgedehnten 
Körpern  zu  thun  hat.  Als  Laplace  im  Jahre  1782  sich  mit  Un- 
tersuchungen beschäftigte,  bei  denen  die  Gestalt  der  Himmelskör- 
per in  Betracht  kam,  war  das  erste,  was  er  that,  dass  er  aus 
Newton' s  Anziehungsgesetz  ein  Gesetz  ableitete,  nach  welchem 
sich  Richtung  und  Grösse  der  Schwerkraft  von  Ort  zu  Ort  ändert, 
die  Vertheilung  der  sie  bewirkenden  Massen  mag  sein,  welche  sie 
wolle.  Die  partielle  Differentialgleichung,  in  welcher  sich  dieses 
Gesetz  ausspricht,  bildet  die  Grundlage  für  alle  weiteren  Schlüsse. 
Ebenso  beruht  die  Theorie  des  Erdmagnetismus  auf  dem  Gesetz, 
nach  welchem  sich  Richtung  und  Grösse  der  erdmagnetischen 
Kraft  von  Ort  zu  Ort  ändert,  einem  Gesetz,  welches  ganz  unab- 
hängig davon  ist,  wie  die  Ursachen  dieser  magnetischen  Kraft,  die 
magnetischen  Fluida  oder  die  Ampere'schen  Ströme  im  Innern 
der  Erde  angeordnet  sind. 

Was  sich  eben  auf  dem  Wege  der  Induction  als  Thatsache 
ergeben  hat,  dass  die  eigentlichen  Grundlagen  der  mathematischen 
Physik  partielle  Differentialgleichungen  sind,  ergibt  sich  auch 
a  priori.  Wahre  Elementargesetze  können  nur  im  Unendlichklei- 
nen, nur  für  Raum-  und  Zeitpunkte  stattfinden.  Solche  Gesetze 
aber  werden  im  allgemeinen  partielle  Differentialgleichungen  sein, 
und  die  Ableitung  der  Gesetze  für  ausgedehnte  Körper  und  Zeit- 
räume aus  ihnen  erfordert  die  Integration  derselben.  Es  sind 
also  Methoden  nöthig,  durch  welche  man  aus  den  Gesetzen  im 
Unendlichkleinen  diese  Gesetze  im  Endlichen  ableitet,  und  zwar 
in  aller  Strenge  ableitet,  ohne  sich  Vernachlässigungen  zu  erlau- 
ben.    Denn  nur  dann  kann  man  sie  an  der  Erfahrung  prüfen. 


Erster  Abschnitt. 

Bestimmte    Integrale. 


§.2. 
Grundbegriffe,    Das  einfache  bestimmte  Integral. 

Wir  müssen  zuerst  uns  über  einige  Grundbegriffe  verständigen. 
Dahin  gehört  vor  ahem  der  Begriff  der  Stetigkeit.  Eine  Grösse  ?/, 
die  von  x  abhängt,  ist  eine  stetige  Function  von  x,  wenn  y  mit  x 
sich  nur  allmähhch  ändert,  d.  h.  wenn  die  Aenderung  von  x  sich 
immer  so  klein  annehmen  lässt,  dass  die  zugehörige  Aenderung 
von  y  kleiner  ist  als  eine  willkürlich  gegebene  Grösse  s.  Diesen 
Charakter  setzen  wir  vorläufig  für  die  Functionen  als  Bedingung 
voraus.  Ueber  die  Art  der  Abhängigkeit  wollen  wir  nichts  voraus- 
setzen, auch  nicht  einmal,  dass  man  aus  dem  x  immer  das  y  fin- 
den könne,  sondern  nur,  dass  zu  jedem  x  ein  y  gehöre,  und  dass' 
sich  y  mit  x  allmählich  ändere.  Diese  Abhängigkeit  wird  am 
besten  durch  geometrische  Curven  rei3räsentirt,  für  welche  x  und 
y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  bilden.  Es  braucht  dabei  nicht 
einmal  ein  festes  Gesetz  für  die  Curven  bekannt  zu  sein,  sondern 
die  Curven,  die  wir  behandeln,  sind  oft  sehr  unregelmässig.  Die 
Stetigkeit  drückt  sich  dann  dadurch  aus,  dass  die  Curve  in  einem 
ununterbrochenen  Zuge  fortgeht. 

Diese  Curve  begrenzt  mit  den  beiden  Ordinaten  ihres  Anfangs- 
und Endpunktes  und  dem    zwischen  ihnen  liegenden  Stück  der 
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Abscissenaxe  einen  gewissen  Fläclienraiim  von  ganz  bestimmter 
Grösse.  Wir  nennen  die  Abscisse  des  Anfangspunktes  «,  des  End- 
punktes &,  theilen  (Fig.  1)  das  Stück  zwischen  den  Endpunkten 

Fie.  1. 


«f. 


f.^af.''^ 


Xd-1^^   b        X 


der  Abscissen  a  und  h  in  gewisse  Theile  und  bezeichnen  die  ganzen 
Abscissen  bis  zu  diesen  Theilpunkten  durch  Xi^  x^^  x^^,  .  .  .  x„_i. 
Die  Ordinaten  oder  Functionswerthe  wollen  wir  durch  y  =  f  (x) 
bezeichnen.  Wir  errichten  dann  in  den  einzelnen  Theilpunkten 
Ordinaten  und  legen  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Ordi- 
naten durch  irgend  einen  dazwischen  fallenden  Punkt  der  Curve 
eine  Parallele  zur  Abscissenaxe.  Die  Abscissen  dieser  Punkte 
seien  1,,  |2,---ln,  so  dass 

a      <  li  <  ^u 


Xn  —  l<Z   ?n  \   t>- 

Durch    diese  Construction    erhalten    wir 
deren  Inhalt    sich    leicht    berechnen    lässt. 
Rechtecke  ist 

S  =  (x,-a)f(l,)  +  (x,-x,)fa,)  H 

Der  Werth,  den  die  Summe  S  annehmen 
von  der  Gestalt  der  Curve  oder  der  Form  der 
ab  von  der  Theilung  der  Strecke  zwischen  x  = 
der  Wahl  der  Grössen  x^,  Xo,  ...  Xn-i,  und 
Grössen  |i ,  I2  ?  •  •  •  I»  innerhalb  der  Intervalle, 
beweisen,  dass,  wenn  sämmtliche  Differenzen 
als  eine  Grösse  8  sind,  alle  Werthe,  welche 


lauter    Rechtecke, 
Die  Summe    dieser 

V(b-Xn-^)f  (In). 

kann,  hängt  ausser 
Function  /  (x)  noch 
:  a  und  X  =  h,  also 
von  der  Wahl  der 
Es  lässt  sich  aber 
^fc  —  ^fc— 1  kleiner 
S  annehmen  kann, 
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innerhalb  eines  bestimmten  Werthenintervalles  fallen,  und  dass  sich 
dieses  VVerthenintervall,  wenn  d  immerfort  abnimmt,  immermehr 
auf  einen  bestimmten  Grenzwerth  zusammenzieht.  Bezeichnen 
wir  mit  M  den  grössten ,  mit  m  den  kleinsten  Werth ,  welchen  S 
annehmen  kann,  während  sämmtliclie  Theilstrecken  cc-k  —  a:fc_i 
kleiner  als  d  sind,  so  ist  zu  beweisen,  dass  bei  einer  Abnahme  von  8 

1)  Jf  nie  zunimmt, 
*2)  m  nie  abnimmt, 

3)  die  Difi'erenz  M  —  m  zuletzt  unendlich  klein  wird. 

Es  genügt  nicht  etwa,  dass  M  —  m  unendlich  klein  werde, 
also  die  beiden  äussersten  Werthe  von  S  einander  unendlich  nahe 
rücken.  Dabei  könnte  zugleich  eine  Verschiebung  des  Intervalles 
stattfinden,  innerhalb  dessen  die  möglichen  Werthe  von  S  fallen. 
Dass  nun  aber  eine  solche  Verschiebung  nicht  stattfindet,  ergibt 
sich  leicht.  Denn  wenn  d  kleiner  wird,  so  sind  die  Werthe,  die  S 
noch  annehmen  kann,  unter  den  früheren  mit  enthalten.  Wenn 
also  S  jetzt  den  Werth  M  erreichen  kann,  so  konnte  es  diesen 
früher  auch  annehmen.  Der  grösste  Werth,  den  S  annehmen 
kann,  war  also  früher  wenigstens  auch  =  M  und  kann  also  nicht 
zunehmen,  wenn  8  abnimmt.  Ebenso  folgt,  dass  der  kleinste 
Werth  m  nicht  abnehmen  kann,  wenn  8  kleiner  wird. 

Um  nun  zu  beweisen,  dass  die  Differenz  M  —  m  mit  8  unend- 
lich klein  wird,  bezeichnen  wir  in  dem  Falle  oder  in  einem  Falle, 
wo  S  den  Werth  M  erreicht,  den  Werth  der  Grösse  n  mit  n' ,  die 
Grössen  Xi,  x^-,  •.-  or„—i  mit  x[^  X2,  ...  a?,V_i  und  die  Grössen  |i, 
I2 ,  ...  In  mit  II ,  I2,  .. •  tn'-  Dann  ist  also 
M  =  {x\  -a)f  (10  +  {x',  -  x\)  f  (1^) H \-{h-x'n,-,)f  (i;,). 

In  entsprechender  Weise  sei 
m  =  {x'l  -a)f  dl')  +  (4'  -  x'l)  fa'{)  ^ y{h-x 'l,,  _  O/(i;''0. 

Wir  wollen  nun  beide  Summen  so  transformiren,  dass  in  bei- 
den der  Reihe  nach  dieselben  Differenzen  der  Werthe  von  x  vor- 
kommen. Zu  diesem  Ende  wenden  wir  beide  Theilungen  gleich- 
zeitig an  und  bezeichnen  die  Abscissen  der  Theilpunkte  nach  der 
Grösse  geordnet,  durch  ri,  ^3,  ...  r^^,-!,  so  dass 

X\  ,  Xi ,  .  .  .  Xni  —  \      

^li  "^2  5   •••   Xn'' — ij 

und 
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Fallen  dann  zwischen  a^fc_i  und  x'-k  eine  oder  mehrere  Grössen 
ic",  so  tritt  an  die  Stelle  der  Differenz  ^r^  —  ^fe-i  eine  Summe  von 
mehreren  auf  einander  folgenden  ri  —  n-i.     Durch  diese  Trans- 
formation wird 
Jf  =  (ri-a)/(9i)  +  (r2-ri)/(pU  +  •••  +  (& -r,  _  x)  /  ((>;). 

Die  Grössen  q'  stimmen  mit  den  Grössen  |'  überein,  und  zwar 
so,  dass  an  einigen  Stellen  mehrere  auf  einander  folgende  q'  den- 
selben Werth  haben. 

Ebenso  wird 
w  =  (ri  -  a)  /  (pO  +  (r,  -  fy)  f  [q'^)  +  •••  +  (&-  r,_a)  /  {q'I). 

Subtrahiren  wir  Glied  für  Glied,  so  wird 
M~m  =  {r,-a)  {/(^i)  -f{q'{)]  +  {r,  -  n)  {/(p^)  -f{Q'i)]  +  •  •  • 

Nun  können  aber  q't^  und  q'^  sich  höchstens  um  2  8  unterscbei- 
den ,  denn  bei  den  Theilpunktabscissen  a?i ,  x'2^  ...  lag  p^  mit  r^ 
und  rfe_i  in  demselben  Intervall  und  unterscheidet  sich  also  von 
keinem  derselben  um  mehr  als  8.  Dasselbe  gilt  von  q'^,  und  folg- 
lich können  sich  p^  und  q'ü  höchstens  um  2  8  unterscheiden.  Be- 
zeichnet also  d  die  grösste  Aenderung,  die/(a;)  erleiden  kann, 
während  x  um  2  8  wächst,  so  sind  sämmtliche  /  (9^)  —  /  {q'{)  <C  d^ 
und  daher 

M  —  m  <Z.  d  {ri  —  a  -\-  r.^  —  r-^  -\-  r^  —  r^  -\-  •  •  •  ^  h  —  r^-i), 
d.  h.  M  —  m  <:  d  (b  —  a). 

Es  sollte  aber  die  Function /(a:')  stetig  sein,  folglich  Avird  d 
mit  2  8  unendlich  klein,  und  damit  verengert  sich  das  Grössen- 
intervall,  innerhalb  dessen  die  Werthe  von  S  fallen,  immer  mehr, 
ohne  sich  dabei  zu  verschieben.  Die  Grösse  S  nähert  sich  also 
einer  bestimmten  Grenze,  wenn  8  unendlich  klein  wird. 

Es  ist  nun  leicht  zu  sehen,  dass  dieser  Grenzwerth  von  S  zu- 
gleich den  Inhalt  F  der  von  der  Curve,  den  Endordinaten  und 
der  Abscissenaxe  begrenzten  Fläche  ausdrückt.  Denn  zieht  man 
für  jedes  Theilstück  die  Parallele  mit  der  Abscissenaxe  durch  den 
höchsten  Punkt  der  Curve,  so  wird  S  ^  F^  zieht  man  sie  durch 
den  tiefsten  Punkt,  so  wird  S  <C  F.  Folglich  fällt  der  Grenz- 
werth von  S  mit  F  zusammen  *). 

*)  Man  vergleiche  die  Darstellung,  welche Rie mann  in  Art.  4  und  5  der 
Abhandlung  über  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch  eine 
trigonometrische  Reihe  gegeben  hat.  (Abhandlungen  der  königl.  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  zu  Göttingen  Bd.  13.  —  Riemann's  gesammelte 
Werke.    Leipzig  1876.    S.  213.) 
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Diesen  Grenzwerth  nennt  man  das  bestimmte  Integral  und 
bezeichnet  ihn  wegen  seines  häufigen  Vorkommens  mit  einem  be- 
sondern Zeichen,  nämlich  mit 

h 

ff  (x)  clx. 

a 

Dabei  bedeutet  dx  den  unendlich  klein  werdenden  Unterschied 
von  je  zwei  auf  einander  folgenden  Werthen  von  x^  also  Xi  —  a., 
X2  —  Xi,  ...,  wie  auch  in  der  Differentialrechnung  mit  dx  ein 
unendlich  kleiner  Zuwachs  von  x  bezeichnet  wird. 

Die  Grössen  |i,  |.2,  ...  |„  können  innerhalb  der  für  sie  vor- 
geschriebenen Intervalle  beliebig  gewählt  werden,  ohne  dass  der 
Grenzwerth  von  S  dadurch  beeinflusst  wird.  Man  kann  also 
|j  =  a,  ^2  =  ^n  •••  In  =  ^n-i  setzen.  Dann  lautet  die  Defini- 
tion des  bestimmten  Integrals 

(1)  //  (x)  dx  =:.  Um  j  (x  —  a)  f  (a)  -f  (x.^  —  Xy)f{x^)  -\ 

a 

Man  kann  aber  auch  |i  =  -^i,  ti  =  -*^2?  •••  In  =  ^  setzen. 
Dann  erhält  man 

6 

(2)  //  (x)  dx  ^=  lim\  {x  —  a)f{xi)  -\-  (x^  —  ^i)/(^2)H 

a 

+  (6-^._0/(6)}- 

Die  Reihen  auf  der  rechten  Seite  von  (1)  und  (2)  nähern  sich, 
wie  oben  bewiesen,  demselben  Grenzwerthe,  und  dieser  Grenzwerth 
ist  das  bestimmte  Integral. 

Das  Gesetz,  nach  welchem  die  Eintheilung  von  h  —  a  vor- 
genommen wird,  ist  gleichgültig,  wenn  nur  die  Ordinaten  sich 
beliebig  nahe  bringen  lassen.  Zur  Berechnung  von  einzelnen  be- 
stimmten Integralen  hat  man  sehr  verschiedene  Arten  der  Ein- 
theilung von  h  —  a  in  Anwendung  gebracht.  Auf  diese  Weise 
besteht  die  Rechnung  mit  bestimmten  Integralen  viel  länger  als 
die  Differentialrechnung.  So  hat  schon  Wallis  die  von  krummen 
Linien  begrenzten  Flächen  durch  Einschliessen  von  beiden  Seiten 
berechnet.  Ja,  mutatis  mutandis  hat  selbst  Archimedes  diese 
Methode  bei  seiner  Berechnung  von  krummen  Linien. 
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§.  3. 
Beispiel  von  Wallis. 

Wallis  hatte  schon  besonders  solche  Curven  betrachtet,  deren 
Gleichung  von  der  Form  y  =i  mx^  ist,  die  also  zu  der  Gattung 
der  Parabeln  gehören.  Man  hat  nur  darauf  zu  sehen,  dass  die 
Unterschiede  der  Abscissen  alle  ins  Unendliche  abnehmen.  Setzen 
wir  z.  B.  fest,  dass  die  Werthe  a,  Xi^  x^-,  ...  ^«-i,  i  eine  geometri- 
sche Progression  bilden  sollen,  um  so  die  Quadratur  der  Parabel 
zu  finden.     Wir  nehmen  also 

so  dass  Xi  =  ctö,  X2  =  aö^,  ...  x^  =  aö"  ist.  Die  einzelnen 
Glieder  der  Summe  haben  dann  die  Form/(aö'')  .  aö"  .  (0  —  1) 
und  die  Summe  überhaupt  ist 

M  — 1 

Setzen  wir  nun  z.  B.  /  (x)  =  x^^  so  erhalten  wir  für  die  Summe 

n  —  i 
ftfc  +  1   (ö   _   1)^   ö(fe  +  l>. 

0 

Beachtet  man,  dass  die  geometrische  Reihe 

M— 1 

^  Ö(fc  +  l)v    ^^    1    _|_    (jfe  +  1    _|_    02(fc  +  1)   _|_  .  .  .  _J_   (J(«-1)  (J:  +  1) 

0 

(jn  (?c  +  1)  1 


öfc  +  1    _    1 

ist,  so  erhält  man  für  die  obige  Summe 


\\aj  i   ö'^  +  i  —  1 

^  (ITC  +  1   _    ^fk  +  1-^  ^   —    1 


öfc  +  1    _    1 

Hier  ist  nur  noch  der  letzte  Factor  von  6  abhängig.     Es  ist  aber 
(?  —  1 1 
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Lässt  man  nun  n  ins  Unendliche  wachsen,  so  nähert  sich  ö  immer 
mehr  dem  Grenzwerthe  1 ,  und  man  erhält  als  Grenzwerth  der 
ohen  betrachteten  Summe 

(jfc  +  1  _  a'^  +  1)  ^ 


•fc  +  1 

Gewöhnlich  ist  es  am  bequemsten,  sich  die  Werthe  von  x  als 
äquidistant  zu  denken.     Dann  ist  also  irgend  ein  Theil 

h  —  a ,, 

n 

Das  bestimmte  Integral  wird  in  diesem  Falle  definirt  durch 
die  Gleichung 

6 

(3)  ff(x)  dx  =  lim  d  { f(a)  +  /(«  +  ö)  +  /(«  +  2  ö)  +  '  • ' 

a 

oder  auch  durch  die  Gleichung 

(4)  p(x)  dx  =  lim  ö  |/(«+ö)+/(a  +  2ö)+/(a  +  3«5)  +  ... 

a 


§•  4. 
Vorzeichen  der  Bestandtheile  des  bestimmten  Integrals. 

Bei  der  Figur  1  haben  wir  angenommen,  dass  die  Curve  ganz 
oberhalb  der  Abscissenaxe  liege.  Ist  dies  nicht  durchweg  der 
Fall,  aber  immer  noch  6  >>  a,  so  kommen  die  Theile,  bei  denen 
die  Ordinate  negativ  ist,  auch  negativ  in  Rechnung.  Dies  ist  bei 
der  geometrischen  Interpretation  des  bestimmten  Integrals  zu 
beachten.  Es  ist  dann  also  gleich  dem  Inhalte  der  Flächenstücke 
oberhalb  der  Abscissenaxe,  vermindert  um  den  Inhalt  der  Flächen- 
stücke unterhalb. 

Ist  6  <;  a,  so  haben  alle  Glieder  entgegengesetzte  Vorzeichen 
wie  vorher. 


M 
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§.5. 
Eigenschaften  des  bestimmten  Integrals. 

Aus  der  Definition  des  bestimmten  Integrals  ergibt  sich  eine 
Reihe  von  Eigenschaften  desselben,  die  jetzt  betrachtet  werden 
sollen. 

I.     Zunächst  ist 

6  a 

(5)  //(^)  äx=^  —  1  fi^)  ctx. 

a  h 

Denn  bei  der  Entwicklung  der  Reihe  wird  nur  8  = 


in :=  —  8  umgewandelt.    Wendet  man  also  auf  das  In- 

n 

tegral  links  die  Gleichung  (3),  auf  das  Integral  rechts  die  Gleichung 
(4)  des  §.  3  an,  so  erhält  man 

6 

ff{x)  dx  =  lim  8  1/  (a)  +  /  (a  +  ö)  H h /  («  +  vT^^l  d)| 

a 

und 

a 

Jf{x)dx  =  -lim8\^f{h  -  8)  -lf{h  -  25)  -I [-f{h-  ^ö)}. 

Daraus  geht  durch  Addition  hervor 

6  a 

ff  {x)  äx^  ff  Cr)  äx  =  0. 

a  h 

IL    Es  ist 

6  b 

(6)  IC.  f(x)  dx  ==  c  I  f  (x)  dx, 

a  a 

weil  bei  der  Entwicklung  der  linken  Seite  c  in  jedem  einzelnen 
Gliede  als  Factor  auftritt  und  sich  also  als  gemeinschaftlich  ab- 
sondern lässt. 


§.  6.    Unter  dem  Integralzeichen  steht  ein  Product.    1 3 

III.  Hat  man  f  (x)  ■=  cp  (x)  +  t/;  (x),  so  ist 

(7)  r  l(p(x)±i)(x)\  dx 

a 

=  lim  ö[<p  {a)±^p  {a)^  (p  {a^  8)±xp  {a^  8)^  ■■ 

=  lim  8      (p  {a)  ^  (p  {a  -^  8)  -\-  •••  ^  (p{a  -{-  n  —  l8)\ 
±  lim  8  j  '4»  (a)  +  t^  (a  +  ö)  H \-  i^(a  +  9r=n:3)| 

=  I  cp  (x)  dx  ^  I  ^  {x)  dx. 

a  a 

IV.  Man  kann  jedesmal  das  Zeichen  des  bestimmten  Integrals 
angeben,  wenn  die  Function  innerhalb  der  Grenzen  ihr  Zeichen 
nicht  ändert.  Denn  dann  sind^die  Glieder  der  Reihe  entweder 
alle  positiv  oder  alle  negativ,  und  daher  muss  die  Summe  der 
Reihe  sich  einer  positiven  oder  aber  einer  negativen  Grenze  nähern. 
Und  zwar  ist  das  Zeichen  des  Integrals  übereinstimmend  mit  dem 
Zeichen  der  Function,  wenn  b  —  a  einen  positiven  Werth  hat;  im 
entgegengesetzten  Falle  haben  das  Integral  und  die  Function  ent- 
gegengesetzte Zeichen. 


§•  6. 

Einschliessung'   zwischen  Grenzen,  wenn  die  Function 
unter  dem  Integralzeichen  ein  Product  ist. 

Es  stehe  unter  dem  Integralzeichen  ein  Product  von  zwei 
Functionen  (p(x)  .f{x),  und  der  zweite  Factor  möge  innerhalb 
der  Grenzen  sein  Zeichen  nicht  ändern.  Die  Function  q)  (x)  habe 
innerhalb  dieser  Grenzen  den  grössten  Werth  Jf  und  den  kleinsten 
Werth  iV;  also  ist  dann  innerhalb  der  Grenzen  M  —  cp  (x)  nie 
negativ,  und  auch  (p(x)  —  N  nie  negativ.  Wenn  wir  daher  mit 
f{x)  multipliciren ,  so  behalten  die  Producte  innerhalb  der  Gren- 
zen immer  ihr  Zeichen,  und  zwar  dasselbe  Zeichen  wie  f(x). 
Also  [M  —  (p(x)]  .f(x)  und  {cp(x) -- N]  .  f(x)  gehen  nicht 
vom  Positiven  zum  Negativen  über  oder  umgekehrt,  sondern  kön- 
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neu  höchstens  gleich  Null  werden,  wie  es  auch  wenigstens  einmal 
der  Fall  ist  bei  Jf  —  95  (x)  =  0  und  cp  (x)  —  N  =  0.  Wenden 
wir  auf  diese  beiden  Functionen  den  Satz  IV.  des  vorigen  Para- 
graphen an,  so  kennen  wir  das  Zeichen  der  Integrale 

J'i^M-g^(x)^^f(x)dx 

und 

J\^cp{x)-N^^f{x)dx. 

a 

Beide  Integrale  haben  unter  gleichen  Bedingungen  dasselbe 
Zeichen  mit  ihrer  Function  oder  aber  das  entgegengesetzte,  und 
haben  also  unter  einander  gleiche  Zeichen.  Es  lässt  sich  aber  auf 
beide  Integrale  der  Satz  III.  des  vorigen  Paragraphen  anwenden. 
Demnach  haben  die  Differenzen 


0  -   0 

M  C f{x)dx—  f(p(x)f(x)dx 


und 


I    (p(x)f{x)dx  —  N  I  f{x)  dx 

a  a 

h 

dasselbe  Zeichen.     Daraus  folgt,  dass  f  <p  (x)  f  (x)  dx   zwischen 


den  Grenzen  M  ff  (x)  dx  und  N  J'f  (x)  dx  liegt.    Diese  beiden 

a  a 

Grenzwerthe  haben  den  einen  Factor,  nämlich  das  Integral 

b 

f  (x)  dx 
gemein.    Also  ist  das  Integral 

b 

(p  (x)  f  (x)  d  X 


0 


/- 


gleich  jenem  gemeinschaftlichen  Factor,  multiplicirt  mit  einem 
zwischen  M  und  N  liegenden  Werthe  q.  Man  kann  q  auch  als 
Werth  angeben,  welchen  cp  (x)  einmal  annimmt  zwischen  a  und  h, 
also  Q  =  cp  (a-{-b  —  af),  wenn  s  ein  positiver  echter  Bruch 
ist.     Dann  haben  wir 


§.  7.     Zerlegung  des  Intervalls.  15 

(8)  /  cp  (x)f  (x)  dx  ^  cp  (a  -\~  b  —  a  s)   1  f(x)dx, 

a  a 

unter  der  Voraussetzung,  dass/(Ä:)  zwischen  a  und  b  sein  Zeichen 
nicht  ändert. 

Diesen  Satz  können  wir  auf  jedes  bestimmte  Integral  anwen- 
den, wir  brauchen  nur/(a;)  =  1  zu  setzen.     Dann  ist 

h 

I  fix)  dx  =  b  —  a,  also  auch 

a 
h 

I   (p  (x)  dx  =  (b  —  a)(p  (a-\-  b  —  a  e), 

a 

was  sich  bei  der  geometrischen  Auffassung  auch  von  selbst  ver- 
steht. 


Zerlegung  des  Intervalls.    Differentiation  des 
bestimmten  Integrals. 

Aus  der  Erklärung  des  bestimmten  Integrals  folgt  unmittel- 
bar, dass 

6  c  6 

(9)  //(^)  dx  =  Jf{x)  dx  +  Jf{x)  dx. 

a  a  c 

Jedes  Integral  kann  demnach  in  mehrere  zerlegt  werden 
durch  Zerlegung  des  Integrations-Intervalles. 

Hierin  spricht  sich  deutlich  aus,  dass  ein  bestimmtes  Integral 
seinen  Werth  ändert,  wenn  man  seine  Grenzen  ändert.  Denn  es 
ist  nach  (9)  das  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  genommene  Inte- 
gral verschieden  sowohl  von  dem  Integral  zwischen  a  und  c,  als 
auch  von  dem  Integral  zwischen  c  und  b.  Es  liegt  daher  der  Ge- 
danke nahe,  zu  untersuchen,  wie  ein  bestimmtes  Integral  sich  mit 
seinen  Grenzen  ändert.  Zunächst  suchen  wir  nach  der  Abhängig- 
keit des  Integrals  von  seiner  oberen  Grenze.    Wir  setzen 

6 

(10)  u  =  I  f(x)  dx^ 
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b+h  b  h+h 

u'  =   I  f{x)  dx  =  /  f{x)  dx  -\-   I  f{x)  dx. 


Also  ist 


u' . —  M  =   I  f(x)  dx  =  li  .f{h  -{-  ha) 

i 
und 

für  1  >  £  >  0. 

Wird  hier  aber  h  immer  kleiner,  so  nähert  sich  die  rechte 
Seite  der  letzten  Gleichung  dem  Werthe  /  (b)  und  auf  der  linken 

erhalten  wir  den  Differentialquotienten  77-7-     Also  ist 

(H)  ||=/W. 

Dann  geben  wir  der  unteren  Grenze  des  Integrals  (10)  einen 
Zuwachs  und  erhalten 

1}  a  +  h 


I  f(x)  dx  =  —    /  f(x)  dx. 

a  +  h  6 

a 

Es  ist  aber  auch  u  =  —    1  f(x)  dx,  und  folglich 

b 

(12)  II  =  -/(«)• 

Eine  dritte  Aenderung  des  Integrals  kann  herrühren  von  einer 
Aenderung  der  Function  selbst,  die  unter  dem  Integralzeichen 
steht.  Es  sei  /  (x,  cc)  diese  Function.  Zunächst  soll  sich  nur  cc 
ändern,  so  dass  wir  z.  B.  nur  von  einer  Curve  auf  die  andere 
übergehen,  ohne  dass  sich  zugleich  Anfang  und  Ende  der  Curve 
ändern  solle.     Wir  haben  demnach 

b 

(13)  *t  = //(^,«)  clx, 


u'  =   I  f{x,a-\-  h)  dx^ 

a 
b 

also  u!  —  M  =    /   /  {x,a^  7?)  —  f{x, «)  •  dx, 


a 
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b 

u'  —  u          r  f  (x,  a  -\-  li)  —  f  (x,  a)    , 
und  — ^ =  /   ^^— ^^ ■ — ^ ri^^^—L — L.  ^  X. 


■f 


Lässt  man  li  ins  Unendliche    abnehmen,  so  ist ^ der 

h 

Ditferentialquotient  von  u  nach  a  und  auch  ^—^ — -^^—j — J-^-2 — ^ 

der  Differentialquotient  der  Function  /  (^,  a)  nach  a.     Wir  haben 
demnach 

a 

Diese  Operation  hat  schon  Leibniz  gemacht.  Er  nennt  sie 
differentiare  de  curva  in  curvam,  d.  h.  von  einer  Curve  zu  einer 
unendlich  nahen  übergehen.  Man  nennt  diese  Rechnung  auch 
Differentiiren  unter  dem  Integralzeichen. 

Jetzt  ist  es  leicht,  die  Aenderung  des  Integrals  zu  finden,  die 
von  einer  gleichzeitigen  Aenderung  aller  drei  Grössen  a,  h,f(x) 
herrührt.  Wir  nehmen  an,  dass  alle  drei  Grössen  von  a  abhän- 
gen. Wenn  wir  aber  einen  Ausdruck  haben,  der  mehrere  Grössen 
a,  h,  c  ...  enthält,  und  jede  dieser  Grössen  von  a  abhängig  ist,  so 
findet  sich 

dF(a,h,c...)  _  dF  da    .    dFdh        dF  de 
da  da  da  "*"  dh  da        de   da    ' 

Sind  also  in  dem  Integral  (13)  auch  a  und  h  Functionen  von 
or,  so  haben  wir 

In  dieser  Formel  sind  die  frühereu  speciellen  Resultate  mit 
enthalten. 


Unendlichwerden  der  Function  unter  dem  Integral- 
zeichen. 

Die  in  §.  2  gegebene  Definition  des  bestimmten  Integrals  ist 
nicht  mehr  zutreffend,  wenn  die  unter  dem  Integralzeichen  stehende 

Eiemanu.    Partielle  Differentialgleichimgeu.  2 
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Function  für  einen  Wertli  x=^c  zwischen  a  und  h  unendlich  wird. 
Dann  hat  das  bestimmte  Integral 


6 

f{x)dx 


im  allgemeinen  keinen  Sinn  mehr.  In  einem  Falle  ist  man  jedoch 
übereingekommen,  ihm  noch  eine  Bedeutung  unterzulegen.  Wenn 
nämlich  hi  und  A;2  beliebig  gewählte  positive  endliche  Zahlen  sind 
und  £  ebenfalls  positiv  und  vorläufig  endlich,  so  haben  die  In- 


tegrale 


c  —  fcj  e  h 


I  f{x)dx  und  I  f{x)dx 

a  c  +  Tc^e 

nach  §.  2  eine  bestimmte  Bedeutung.  Ihre  Werthe  sind  endlich 
und  im  allgemeinen  von  \  s  und  resp.  ^2  s  abhängig.  Nähert  sich 
nun  bei  unendlich  abnehmendem  s  die  Summe 


C  —  «1  e  0 

J  f(x)dx^  J  f{x)äi 


einer  bestimmten  endlichen  Grenze,  die  von  den  willkürlichen 
Grössen  \  und  k2  unabhängig  ist,  so  versteht  man  unter  dem  be- 
stimmten Integral 


/ 


h 

f(x)dx 


eben  diesen  Grenzwerth. 

Als  Beispiel  betrachten  wir  das  bestimmte  Integral 

h 

^dx 

x>^ 


dessen  Werth  in  §.  3  bereits  ermittelt  ist.     Wir  haben  dort  nur 
Je  =  —  fi.  zu  setzen  und  erhalten 

b 

Cdx ¥-1^  —  a^-i^ 

J    x>^  '~'        1  —  i^t 

Ist  ft  >>  0,  so  wird  die  Function 

J_  • 

unendlich  gross  für  x  =  Q.     Es  tritt  also  der  oben  betrachtete 
Fall  ein,  wenn  x  =  0  nicht  ausserhalb  der  Integrationsgrenzen  a 
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und  h  liegt.     Dann  wird  eine  besondere  Untersucliimg  nöthig.    Es 
sei  a  :^  0  und  h  positiv.    Dann  haben  wir  für  ein  positives  Tis 


f 


b 

'dx         h^-i^         /ji-'^fi-'^ 


ic*^  1  —  /Lt  1  —  yb 

und  es  fragt  sich,  welchem  Grenzwerthe  die  rechte  Seite  für  ein 
unendlich  abnehmendes  a  sich  annähert.  Dieser  Grenzwerth  ist 
nur  dann  von  Ic  unabhängig,  wenn  lim  £1-*^  =  0  wird,  d.  h.  wenn 
ft  <<  1  ist.    Dann  haben  wir  also 

h 


/dx l 
xi^        1 


w 

1  >  ,u  >  0. 

§.9. 

Unendlicliwerden  der  Grenzen. 

Es  ist  noch  die  Frage  zu  beantworten,  was  man  unter  dem 
bestimmten  Integral  zu  verstehen  habe,  wenn  eine  der  Grenzen, 
z.  B.  die  obere  Grenze,  unendlich  gross  wird.  Alsdann  betrachten 
wir  zunächst  das  bestimmte  Integral 


--ö^ 


f{x)dx^ 

unter  der  Voraussetzung,  dass  ä^  eine  beliebige  positive  endliche 
Constante  und  a  positiv  sei.  Dieses  Integral  hat  eine  bestimmte 
Bedeutung,  wenn  /  {x)  innerhalb  der  Grenzen  continuirlich  ist  und 
die  Grenzen  a  und  Tzco  endlich  sind.  Nähert  sich  dann  der  Werth 
dieses  Integrals  bei  unendlich  wachsendem  a  einer  bestimmten 
endlichen  Grenze,  die  von  Ti  unabhängig  ist,  so  wird  dieser  Grenz- 
werth das  bestimmte  Integral  zwischen  den  Grenzen  a  und  co  ge- 
nannt. 

Wir  betrachten  als  Beispiel  das  Integral 

feco 


/dx 


1  —  ^         1  —  II 


Darin  müssen  a  und  Tz  co  positiv  genommen  werden.  Bei  unendlich 
wachsendem  a  nähert  sich  a^")^  nur  dann  der  Grenze  0 ,  wenn 

2* 
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(11  >-  1  ist.     Dann  wird  der  Grenzwertli  der  rechten  Seite  von  h 
unabhängig  und  wir  haben 


x>^        ft  —  1 
fx>  1. 


§.  10. 

Das  Doppelintegral. 

Wir  haben  jetzt  noch  die  doppelten  oder  überhaupt  die  viel- 
fachen Integrale  zu  besprechen.  Denken  wir  uns  eine  Function 
von  zwei  Veränderlichen, 

also  geometrisch  die  dritte  Coordinate  einer  krummen  Fläche  zu 
zwei  anderen  x  und  y,  und  es  sei  /  (ic,  y)  endlich  und  continuirlich 
für  jede  Werthencombination  (x,y\  in  welcher  x  zwischen  a  und  &, 
y  zwischen  g  und  /«.  liegt.  Die  GleichungQui  x  =  a,x=^h,y=zg,y=h 
legen  vier  Ebenen  fest,  die  rechtwinkhg  auf  der  xy -'Ebene  stehen 
und  einander  paarweise  parallel  sind.  Diese  vier  Ebenen  und  die 
beiden  vollständig  begrenzten  Flächenstücke,  welche  sie  aus  der 
krummen  Fläche  und  aus  der  a;^- Ebene  herausschneiden,  bilden 
die  Begrenzung  eines  Raumes  von  völlig  bestimmtem  Inhalt,  der 
sich  folgendermaassen  berechnen  lässt. 

Wir  schalten  zwischen  x  =  a  und  x  =^h  die  Zwischenwerthe 
Xi,  x-2^  .  .  .  Xn  —  ii  zwischen  y  =  g  und  y  =  h  die  Zwischenwerthe 
Vii  y^t  '  ■  •  Vm  —  1  ein 5  so  dass 

O/  ""^^  Cß\   ""^^  OC^    .  •  •  "^^  OCii . —  \  *\^  0^ 

g  <  yi  <  y-2  •  ■  ■  <  Vm  - 1  <  /^. 

Legen  wir  dann  durch  die  Theilpunkte  auf  der  x-k^e  Ebenen  pa- 
rallel zur  ;2/^- Ebene  und  durch  die  Theilpunkte  auf  der  y-Axe 
Ebenen  parallel  zur  ^^- Ebene,  so  zerschneiden  diese  Ebenen  den 
zu  betrachtenden  Raum  in  mn  prismatisch  begrenzte  Raumtheile. 
Jeder  Theil  hat  zur  Grundfläche  ein  in  der  a;^- Ebene  liegendes 
Rechteck  und  zur  gegenüberliegenden  Begrenzung  ein  auf  der 
krummen  Fläche  liegendes,  krummlinig  begrenztes  Viereck  (Fig.  2). 
Wir  bilden  nun  das  Product 

{x^  +  i  —  a;„)  (y^  +  i  —  y^)f{x^,  y^) 
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und  zwar  der  Reihe  nach  für  alle  ganzen  v  von  0  bis  w  —  1  und 
für  alle  ganzen  ^  von  0  bis  m  —  1.  Die  Summe  der  so  entstehen- 
den mn  Producte  weicht  von  dem  gesuchten  Rauminhalte  um  so 
weniger  ab,  je  kleiner  die  Differenzen  {x^  +  j  —x^)  und  {y^  +  i  —  ij^,) 


Fiff.  2. 


Sy         Xy^J 


genommen  werden.  Die  Summe  gibt  den  Rauminhalt  selbst,  wenn 
die  Differenzen  unendlich  klein  sind.  Dieser  Grenzwerth,  dem  sich 
die  Summe  um  so  mehr  annähert,  je  kleiner  man  die  Differenzen 
{x^j^i  —  x^)  und  (^^  +  1  —  ijy)  nimmt,  heisst  das  Doppelintegral 
und  wird  mit 

h      h 


IL 


f  (x^ tj)  dx  dy 


bezeichnet.     Die  Definition  des  Doppelintegrals  lautet  also 


(16) 


b       II. 

J  J  f  (^^y)  ^^^^y 


n  —  \m —  1 

=  ??>«  2]  S  ^'^■'  + 1  —  ^v)  (y,.  + 1  —  y^)  f  (*v,  y^). 

V  =  0  M.  =  0 

Die  Doppelsumme  lässt  sich  in  zweifacher  Weise  berechnen. 
Entweder  nimmt  man  zunächst  alle  Glieder,  die  dasselbe  x  enthal- 
ten, und  summirt  also  zuerst  in  Beziehung  auf  2/.  Der  Grenzwerth, 
dem  sich  diese  Summe  annähert  für  limm  =  co,  ist  das  einfache 
Integral 

h 


ß 


f{Xv,y)  äy 
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multiplicirt  mit  (x^  +  i  —  x^).  In  dem  gewonnenen  Resultat  setzt 
man  v  der  Reihe  nach  :=0,l,2,...w  —  1  und  summirt.  Der 
Grenzwerth  der  Summe  für  lim  n  =  cc  ist  dann  das  gesuchte 
Doppelintegral.    Bei  diesem  Rechnungsgange  ist  dasselbe  also 


6  {      h 

fdx    / 


=  j  äx  \J  f(x,y)  cly] 

a  's 

Oder  aber  man  nimmt  zuerst  die  Summirung  über  alle  x  und 
dann  erst  die  Summirung  über  alle  y  vor.  Dadurch  wird  das 
Doppelintegral 


) 


Nun  ist  aber 


v  =  0  l  |ii  =  0 

m  —  1 


(.-1  I 

=  ^(y^  +  i  —  y^)  [^(x^u  +  i  —  Xv}f  (^v,y^)u 

und  diese  Gleichung  behält  ihre  Gültigkeit,  wie  klein  man  auch 
die  Differenzen  (x^  +  i  —  x^)  und  (y^  +  i  —  y^)  nehmen  möge. 
Folghch  haben  wir  auch 

l  (       h  1  h  (       h 


(17)        fdx  y/  (x,  y)  dy\  =fdy  \ff  {x,  y)  d  x\  ■ 

Dieser  Satz  enthält  eins  der  wichtigsten  Principien  für  die  Berech- 
nung von  bestimmten  Integralen. 

Wird  für  eine  Werthencombination  (x\  y')  innerhalb  des  Ge- 
bietes der  Integration  die  Function  /  (a?,  y)  unendlich ,  so  kann  im 
allgemeinen  von  dem  bestimmten  Integral  nicht  mehr  die  Rede 
sein.  Man  schliesst  dann  von  der  Integration  ein  prismatisch  be- 
grenztes Gebiet  aus,  das  die  Unstetigkeitsstelle  in  sich  enthält. 
Dies  Gebiet  ist  zunächst  so  zu  wählen,  dass  seine  zur  ^-Axe  pa- 
rallele Begrenzung  nirgends  unendlich  lang  ist.  Das  so  modificirte 
Integral  hat  eine  bestimmte  Bedeutung.  Es  fragt  sich  dann,  ob 
sein  Werth  sich  einer  bestimmten  endlichen  Grenze  nähert,  wenn 
man  den  Querschnitt  des  ausgeschlossenen  Gebietes  in  beliebiger 
Weise  unendlich  klein  werden  lässt.  Ist  ein  solcher  Grenzwerth 
vorhanden,  der  zugleich  unabhängig  von  der  Weise  ist,  in  welcher 
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man  jenen  Querschnitt  unendlich  klein  macht,  so  nennt  man  die- 
sen Grenzwerth  das  Doppelintegral. 

Für  den  Fall,  dass  nicht  alle  Integrationsgrenzen  endlich  sind, 
hat  man  den  in  §.  9  vorgezeichneten  Weg  einzuschlagen. 


§.  11. 

Herleitung  des  bestimmten  Integrals 

aus  dem  unbestimmten ;  Benutzung  des  Doppelintegrals 

zur  Werthermittlung  des  einfachen  Integrals. 

Für  manche  Functionen  kann  man  das  bestimmte  Integral 
angeben  innerhalb  zwei  beliebiger  Grenzen  a  und  Ij^  für  andere 
lässt  es  sich  nur  unter  gewissen  Voraussetzungen  darstellen.  Wir 
untersuchen  also,  wann  wir  im  Stande  sein  werden,  für  ein  be- 
stimmtes Integral 


--ff{x) 


dx 


den  Werth  anzugeben,  welches  auch  die  Grenzen  a  und  h  sein 
mögen. 

Denken  wir  uns  den  Fall,  man  wüsste  eine  Function  cp  (b) 
anzugeben,  die  auf  dem  für  h  zulässigen  Werthengebiete  überall 
endlich  und  stetig  variabel  ist,  und  deren  Differentialquotient  an 
jeder  Stelle  desselben  Gebietes  mit/  (b)  übereinstimmt,  also 

dh     —J^^^' 
dann  unterscheiden  sich  die  beiden  Functionen  u  und  cp  (h)  nur 
durch  eine  additive  Constante:  es  ist 

u  ^=  (p  (h)  -\-  c. 
Liegt  nun  a  innerhalb  des  Werthengebietes,  für  welches  (p  (h) 
endlich  und  stetig  variabel  ist,  so  darf  man  in  der  letzten  Gleichung 
speciell  a  statt  h  setzen.    Das  Integral  u  wird  in  diesem  Falle  zu 
Null,  weil  seine  Grenzen  zusammenfallen.    Wir  haben 


ß 


f{x)  dx  =  Q  =  (p{a)  -\-  c, 

a 

und  daher  ist 

u  =  (p(b)  —  q)  (a). 
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Man  nennt  aber  eine  Function  (p  (ic),  welche  durcli  ihre  Derivation 
eine  andere  /  (x)  erzeugt,  das  unbestimmte  Integral 

I  f  (x)  dx  =  (p  {x)  -|-  c. 

Wenn  also  das  unbestimmte  Integral  sich  angeben 
lässt  und  endlich  und  stetig  veränderlich  ist  für  ein 
Werthengebiet  der  unabhängigen  Variablen  x,  wel- 
ches die  Grenzen  a  und  h  des  bestimmten  Integrals  in 
sich  begreift,  so  kann  man  das  bestimmte  Integral  aus 
dem  unbestimmten  herleiten.  Man  hat  die  Werthe 
durch  Subtraction  zu  verbinden,  welche  das  unbe- 
stimmte Integral  annimmt, wenn  man  statt;:cdie  obere 
und  die  untere  Grenze  der  Integration  setzt. 

Wäre  dies  der  einzige  Weg,  das  bestimmte  Integral  zu  finden, 
so  gäbe  es  gar  keine  besondere  Disciplin  der  bestimmten  Integrale. 
Aber  in  vielen  Fällen  kann  man  den  Werth  des  bestimmten  In- 
tegrals ermitteln,  während  das  unbestimmte  Integral  sich  nicht 
finden  lässt.  Ein  wichtiges  Hülfsmittel  für  diese  unabhängige 
Herstellung  bestimmter  Integrale  ist  der  im  vorigen  Paragraphen 
abgeleitete  Satz  von  der  ümkehrung  der  Integrationsordnung  bei 
doppelten  Integralen.  Hiervon  wollen  wir  einige  Beispiele  nehmen 
und  zwar  solche,  deren  Resultate  wir  weiter  gebrauchen  werden. 


§.12. 
Beispiel. 

Haben  wir  das  Doppelintegral 

xy^'^  dx  dy 


fß 


zu  betrachten ,  so  lässt  sich  die  Integration  in  Beziehung  auf  x 
zwischen  beliebigen  Grenzen  a  und  h  ausführen.  Denn  es  ist  das 
unbestimmte  Integral 


/ 


xy-^dx  = h  c, 

y 


also 

xy~^  dx  = 


P 


y 
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Soll  nun  die  Integration  nach  y  zwischen  den  Grenzen  g  und 
h  ausgeführt  werden,  so  haben  wir 

h  {       h  \  h 

äy  {      xy-^  dx}  =      dy. 

9  \a  )  9  ^ 

Das  letzte  Integral  lässt  sich  aber  unbestimmt  nicht  ermitteln, 
wenn  über  a  und  i  nicht  besondere  Voraussetzungen  gemacht 
werden.  Wir  können  aber  das  vorgelegte  Doppelintegral  in  an- 
derer Ordnung  schreiben,  also  zuerst 

/  xv-'^  dy 

suchen.     Dies  ist  -^ ,  also  haben  wir  dann 

Lg  X 


II 

f 


aj''~^  —  xs- 
xv-^  dy  =  ■ 


lg  X 

9  ^ 

und  das  Doppelintegral  ist 

6  C       h 


j  '^^  \J  ^'    '^y\  =J  — jf^: —  '^^- 

a  \g  I  a 

Auch  hier  kann  man  auf  der  rechten  Seite  das  unbestimmte 
Integral  nicht  herstellen.  Wir  haben  aber  eine  Relation  zwischen 
zwei  Integralen  gewonnen,  nemlich 

b  h 

/  ^ -dx  =  /  dy. 

J  lg  X  J         y 

a  9 

Das  Integral  rechts  lässt  sich  nur  dann  ermitteln,  wenn  die  trans- 
scendenten  Ausdrücke  unter  dem  Integralzeichen  wegfallen,  und 
dies  findet  statt,  wenn  a  =  0,  &  =  1  gesetzt  wird.  Dadurch  er- 
halten wir  ' 

1  h 

Doch  müssen  hier  h  und  g  beide  positiv  sein.  Denn  nur  in 
dem  Falle,  dass  wir  von  g  nach  h  nicht  durch  0  hindurchgehen, 
ist  das  Integral 

h 

\ly 

y 


ß 
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auszuführen,  weil  sonst 

1 

—  ==  ao 

y 

wird  bei  y  =  0. 

§.  13. 

Beispiele. 

Wir  haben           / 

'                              g  —  ax 

e-^-'^dx  = 1-  c. 

a 

Hier  können  wir  also  ein  bestimmtes  Integral  aus  dem  unbestimm- 
ten finden,  indem  wir  für  x  einmal  die  obere,  einmal  die  untere 
Grenze  einsetzen  und  die  Resultate  durch  Subtraction  verbinden. 
Die  Potenz  e— «^  vereinfacht  sich  aber  in  dem  Falle,  dass  x  =  <x) 
oder  X  =  0  ist.  Nehmen  wir  also  diese  beiden  Grenzen  und 
beachten,  dass  g-«-»  =  0,  e— «-o  =  1  wird  für  ein  positives  «,  so 
ergibt  sich 

(19)  /e-«^6?«=—  a  >  0. 

0 

In  derselben  Weise  erhalten  wir 

J  -(a  +  6V— l) 

Setzen  wir  auch  hier  die  Grenzen  0  und  oo  und  nehmen  a  positiv, 
weil  nur  in  diesem  Falle  die  Function  an  der  oberen  Grenze  nicht 
unendlich  wird,  so  haben  wir 


(20)  /  e-t«  +  &  V-ij^£?^  = ^  «  >  0. 

Hieraus  gehen  noch  zwei  specielle  Gleichungen  hervor,  indem  wir 
das  Reelle  und  das  Imaginäre  separiren.    Es  ist  nemlich  einerseits 


und 

anderers» 
Folglich 

(  +  &  'V^)x   __    g— 

eits 

1 

"''{cos  bx 
a  — 

-V-1 
-hV—  1 

sin 

hx) 

(21) 
(22) 

«  +  6  \/- 
ergibt  sich 

/      Q  —  aX      QQg 

0 

00 

/  e-«^  sin 

_  1             a 

hxdx  = 
hxdx  = 

2    +    62 

a 

«2  +   &2   ^ 
h 

«2  -f  62 

a  >  0. 
a  >  0. 
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§.14. 
Beispiel. 
Wir  haben  nach  der  Formel  (19) 

/  e-v'dx  =  —5 

J  y 

unter  der  Bedingung,  dass  y  positiv  sei.  Diese  Gleichung  können 
wir  auf  beiden  Seiten  mit  einem  von  y  abhängigen  Differential- 
ausdruck multipliciren  und  darauf  integriren,  wenn  nur  die  Bedin- 
gung erfüllt  wird,  dass  y  positiv  bleibe.     Wir  wollen  z.  B.  nehmen 


/  sm{  y  ^ly  ^      g-^^  ßyäyle-y'd 

9  Sr  lo 

r     \  r  I 

=   /   äy  \  j  e-^y  sin  ßy  dx\ 
9  lo  J 


/  dx     I  e-y-^  sin  ßy  dy 

0  'sr 


^9 

Wir  thuu  nun  besser,  zu  particularisiren ,  indem  wir  g  =  0, 
h  =  CO  setzen.     Dann  ist  also 


/  — — —  dy=^  I  dx     I  e-'^y  sin  ßy  dy 

0  "^  0  lo 

Das  innere  Integral  auf  der  rechten  Seite  ist  nach  (22)  bekannt, 
wenn  wir  x  positiv  voraussetzen.  Der  Werth  des  inneren  Integrals 
ist  dann 

^        ß 

x^  +  /3^' 

und  wir  haben  also  noch 


J    X' 


ßdx 


0 
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zu  suchen.     Das  unbestimmte  Integral  lässt  sich  ausführen.  Es  ist 


/ 


ßdx  ,     X    , 


Wenn  wir  hier  aber  zu  dem  bestimmten  Integral  übergehen, 
so  müssen  wir  auf  das  Vorzeichen  von  ß  Acht  geben.     Es  wird 

für  ic  =  00 


X  7t 


2 


wenn  ß  positiv,  dagegen 


^       X  7t 

arc  i(/  —  =  —  - , 

X 

wenn  ß  negativ  ist.     Für  x  =  0  fällt  beide  Male  arc  ty  -^  weg. 
Wir  erhalten  also 


(23) 


00 

/■ 


sin  ßy 


+  I  für  ^  >  0, 


dy=.\       0     „    /3  =  0, 


%  „   r<o. 


Hier  stossen  wir  zuerst  auf  ein  Phänomen,  das  sehr  interessant 
und  wichtig  ist.  Das  Integral  (23)  hängt  nemlich  von  der  darin 
vorkommenden  constanten  Grösse  ß  ab.     Der  Werth  des  Integrals 

Fig.  3. 


7t 

ist  -\-  —  für  jedes  positive  /3,  unabhängig  von  dem  Zahlwerthe  von /3 ; 


7t 


er  ist  —  -^  für  jedes  negative  /3,  ebenfalls  unabhängig  von  dem 
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Zahlwerthe  von  ß;  er  ist  0  für  ß  =  0.  In  Bezug  auf  ß  findet  also 
in  dem  Werthe  des  Integrals  eine  Discontinuität  statt,  ein  Sprung 
oder  eigentlich  zwei  Sprünge  neben  einander.  Diese  Erscheinung 
kann  man  sich  auch  graphisch  darstellen,  indem  man  ß  als  Ab- 
scisse,  den  Integralwerth  als  Ordinate  einer  Curve  betrachtet 
(Fig.  3).    Für  negative  Abscissen  ist  diese  Curve  eine  Parallele 

7t 

zur  Abscissenaxe ,  im  Abstände  —  unterhalb,  für  positive  Abscissen 

7t 

eine  Parallele  zur  Abscissenaxe,  im  Abstände  —  oberhalb,  und  der 

Punkt  der  Curve  für  /5  =  0  fällt  isolirt  in  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten. 


§.15. 

Beispiel. 

Eine  ähnliche  Discontinuität  haben  wir  bei  dem  Integral 


/ 


2,in  II  , 

'    cos  y  y  d  y. 


V 

Es  ist  hier  sin  y  cos  yy  =  -  Isiu  (1  +  y)  ?/  -(-  sin  (1  —  y)y\- 
Also  zerfällt  auch  das  bestimmte  Integral  in  zwei  andere 

CO  CO 

/sin  y  ^  1    r sin  (1  -f-  r)  ■?/    ^ 

0 

Die  beiden  Integrale  rechts  sind  von  der  Form  (23),  und  wir  kön-, 
neu  nun  drei  Fälle  unterscheiden. 

Ist  y  >.  1,  so  ist  (1  -f  y)  positiv,  (1  —  y)  negativ,  also  die 
Summe  der  beiden  Integrale  =  0. 

Ist  1  >-  y  >-  —  1 ,  also  (1  -|-  y)  positiv  und  (1  —  y)  positiv, 
so  werden  beide  Integrale  einander  gleich  und  beide  positiv,  sie 

7t 

geben  also  die  Summe  +  ^r-- 

Ist  endlich  y  <i  —  1,  so  wird  l-fy<CO,  1—  y>0?  a-lso 
sind  die  beiden  Integrale  entgegengesetzt  gleich  und  ihre  Summe  =  0. 
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Also  erhalten  wir 


(24) 


j. 


stn  y 


y 


cosyydy  = 


f  0  für  y  >  1, 

0  „   -  1  >  r- 


Hier  würde  y  als  Abscisse,  der  Integralwerth  als  Ordinate 
einer  Curve  angesehen  werden  können  (Fig.  4).     Diese  Curve  ist 

Fig.  4. 


71 

eine  Parallele  zur  Abscissenaxe ,  im  Abstände  -  oberhalb,  für  alle 

Abscissen  zwischen  —  1  und  -1-  1,  sie  fällt  dagegen  mit  der  Ab- 
scissenaxe zusammen  für  alle  Abscissen,  deren  absoluter  Betrag 
grösser  als  1  ist.     Für  y  =  +  1  ist  der  Integralwerth  weder  0 

noch  -,  sondern  das  arithmetische  Mittel  von  beiden,  —  •  Denn  für 

2  4 

7  =  -f  1   wird  das  zweite  der  obigen,  Integrale  =  0,  das  erste 


=  -,  und  für  y  = 

4  ' 


1  wird  das  erste  =  0,  das  zweite  = 


Die  Punkte  der  Curve  für  y  =  +  1  sind  also  isolirte  Punkte  im 


3r 


Abstände  +  -  von  der  Abscissenaxe. 
4 

Man  kann  das  Resultat  auch  schreiben 

'O  für  y  >  1, 


CO 

(25)  -  /        "^  cosyydy  = 


r  =  i, 


2  " 

1  „    1  >  y  > 

1_ 

2  " 

0  „  -  1  >  y. 


1, 


-  1, 


Dies  Integral  hat  also  eine  merkwürdige  Discontinuität. 
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§•  16. 
Einführung  neuer  Variabeln.    Beispiel. 

Bei  jedem  bestimmten  Integral  kann  man  eine  andere  Ver- 
änderliche einführen,  welche  der  ersten  proportional  ist,  wenn 
man  nur  die  Grenzen  und  das  Differential  danach  ändert.  Z.  B.  für 
X  =  ky  wird 

6 


0  K 

J  f  {x)  d  X  =Jf  (ky)Tcd  y. 


Von  diesem  Satze  wollen  wir  sofort  eine  Anwendung  machen. 
Wir  gehen  aus  von  den  Formeln  (21)  und  (22).  Schreiben  wir 
in  (21)  y  statt  a,  so  ist  die  Formel  gültig,  wenn  y  grösser  als  0 
bleibt.  Wir  niultipliciren  mit  shi  hy  dy  auf  beiden  Seiten  und 
integriren  von  ?/  =  0  bis  oo  ,  was  nach  der  für  y  gefundenen  Be- 
dingung erlaubt  ist.    Es  ergibt  sich 

oo  00  (^  00  ] 

/^ — , — -^  dy  =  I  cos  hx  dx      I  e~^y  sin  hydy]- 
,  y''  +  ^''       /  1/  ) 

Auf  der  rechten  Seite  lässt  sich  aber  das  in  der  Klammer  enthal- 
tene Integral  ausführen  nach  (22),  da  x  positiv  bleibt.  Es  wird 
also 

00  oo 

.^^,  fy  sin  hy  -,  Ck  cos  hx    .. 

0  n 

Dies  ist  freilich  nur  eine  Gleichung  zwischen  zwei  Integralen,  von 
denen  jedes  einzelne  ohne  weiteres  nicht  ausführbar  ist.  Durch 
eine  kleine  Veränderung  können  wir  sie  jedoch  so  umgestalten, 
dass  sich  wirklich  der  Werth  der  Integrale  ermitteln  lässt.  Setzen 
wir  auf  der  linken  Seite  der  letzten  Gleichung 

_  h 

y  —  "^  ^' 

damit  der  Sinus  auf  der  rechten  Seite  und  der  Cosinus  auf  der 
linken  dann  zu  demselben  Bogen  gehören,  so  erhalten  wir  unter 
dem  ersten  Integral 
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xsinbx      /i\'K  xsinhx    , 

dx  =  -rz — ; —  d  X. 


i'-  +  {^y.^ 


by  ,  yiij  li^  +  x^ 


Für  die  Grenzen  müssen  wir  nun  die  entsprechenden  Werthe 
suchen.  Soll  die  obere  Grenze  -j-  co  werden,  so  müssen  wir  für 
b  und  Ti  dieselben  Zeichen  voraussetzen.  Die  untere  Grenze  wird  0, 
Danach  erbalten  wir  aus  (26) 

00  CO 

.^„,  rk  cos  bx    -,  C  X  sin  bx    -,  /b  ^    ^\ 

(27)  J  3r+^  'i^  =J  IF^^  '«^-        [j:  >  0)- 

0  0 

Zwischen  diesen  beiden  Integralen  finden  wir  leicht  eine  weitere 
Relation  durch  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen.  Setzen 
wir  nemlich 


(28) 

C  cos  b 

0 

^    ^ 

;^^^' 

so  wird 

du 
db 

00 

fx  sin 

J    k^  4- 

0 

b  X    , 
— -  dx. 

,«2 

Also  erhalten  wir 

die  Gleichung 

ku  =  — 

du 
db 

oder 

kdb  =  — 

du 

u 

Daraus  geht  durch  Integration  hervor 

kb  =:  —  Igu  -\-  Ige 
oder 

worin  c  die  Integrationsconstante  bezeichnet,  die  aber  nur  von  b 
unabhängig  zu  sein  braucht.  Um  ihren  Werth  zu  bestimmen, 
haben  wir  einen  Fall  zu  suchen,  in  welchem  der  Werth  des  Inte- 
grals bekannt  ist.  Ein  solcher  Fall  ist  b  =  0.  Dann  wird  einer- 
seits ^  =  c,  andererseits 

dx 


L 


k^  -f  x^ 

u 

Nun  ist  aber  das  unbestimmte  Integral 


/ 


dx  1         ,    X    , 

—. =  ^  arc  tq~  4-  const. 

4-  x^         k  ^  k 
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An  der  untern  Grenze  erhalten  wir  immer  0,  an  der  obern  aber 

jlp  ...  7t 

^,  wenn  fc  positiv  ist,  dagegen  ,  wenn  Ti  negativ  ist.    Es  er- 

7t 

gibt  sich  also  fcc  =  +— ,  je  nachdem  ~k  positiv  oder  negativ  ist. 


Wir  erhalten  demnach,  da  jedes  der  Integrale  in  (27)  ^=  liu  ist: 
(29)         f±l^^^^^ 


+    ^2 


dx  = 


-f  ^  e-^^  für  &  >  0,  Ä;  >  0, 


^e-^^    „    &<0,  Ä;<0. 


Zu  diesem  Resultate  sind  wir  von  der  Gleichung  (26)  aus  ge- 
langt, indem  wir  die  Substitution  ' 

l 

anwandten,  die  aber  nur  zulässig  erscheint,  wenn  y-  >>  0  ist.  Wir 

können  jedoch  das  Resultat  von  dem  Vorzeichen  von  h  unabhängig 
machen.  Es  ist  nemlich  nur  zu  bemerken,  dass  auf  der  recliten 
Seite  der  Exponent  von  e  in  beiden  Fällen  wesentlich  negativ  ist. 
Bezeichnen  wir  also  mit  V/t'^  die  positive  Quadratwurzel  aus  ä;^,  so 
können  wir  die  Gleichung  (29)  auch  so  schreiben: 

7t 


j^  ±.  e-&yfc-2  für  &  >  0, 


In  dieser  Gleichung  kommt  die  positive  oder  negative  Zahl  Ti  selbst 
gar  nicht  mehr  vor,  sondern  auf  der  einen  Seite  nur  ihr  Quadrat, 
auf  der  andern  nur  ihr  absoluter  Zahlwerth.  Die  Gleichung  (30) 
ist  demnach  allgemein  gültig.  Man  kann  sich  davon  auch  auf  dem 
folgenden  Wege  überzeugen.     Ist 

so  substituiren  wir  auf  der  linken  Seite  von  (26) 

h 

und  erhalten  dadurch  statt  der  Gleichung  (27) 

00  00 

0  0        ' 
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Bezeichnen  wir  dann  wieder  das  Integral  (28)  mit  u,  so  ergibt 
sich  jetzt 


und  folffhch 


du 
dl 


u 


=  -^  ]cu^ 


ce 


Die  Integrationsconstante  c  bestimmt  sich   wie   vorher.    Es 
wird  wieder 

^c  =  +  — , 

je  nachdem  Je  positiv  oder  negativ  ist.    Wir  erhalten  also  statt  der 
Gleichung  (29)  jetzt 


00 


^^e  +  fe6für  &>0,  7i;  <  0, 


-^e  +  ^^    „    ö<0,  7^>0. 


Diese  und  die  Gleichung  (29)  sind  in  (30)  zusammengefasst. 
Man  sieht  noch  leicht,  dass 

COS  bx 


(31) 


-/ 


k^  +  x'^ 


dx 


2\/fc2 

n 


Wl 


==  e-öTfc-^  für  &  >  0, 


ist.  Nehmen  wir  &  =  0,  so  ist  die  Gleichung  (27)  nicht  mehr 
gültig.  Es  wird  dann  der  Werth  des  Integrals  (30)  =  0,  weil 
sin  6;^;  =  0  ist  für  jedes  x.     Das  Integral  (31)  hat  dagegen  für 

7C 


6  =  0  den  Werth 


2Vk' 


(32) 


&  =  0, 


Wir  nehmen  k  positiv  und  addiren  die  Gleichungen  (30)  und 
(31),  nachdem  die  letztere  mit  k  multiplicirt  ist.    Dann  ergibt  sich 

'3jg-&ft  für  &  >  0, 

/x sin hx  -\-  kcoshx  ^ ^  __ 

„    ö<0. 

Es  findet  also  auch  hier  für  &  ^=  0  eine  Discontinuität  statt. 
Nehmen  wir  h  als  Abscisse  und  den  Integralwerth  als  Ordinate 
einer  Curve  (Fig.  5),  so  ist  diese  für  positive  Abscissen  eine  loga- 
rithmische Linie,  welche  die  positive  Abscissenaxe  zur  Asymptote 
hat  und    die    Ordinatenaxe  im  Abstände  7t  vom    Anfangspunkte 


§.  17.     Beispiel.  35 

trifft.  Für  negative  Abscissen  fällt  die  Curve  mit  der  Abscissenaxe 
zusammen,  und  der  Punkt,  welcher  zu  &  =  0  gehört,  liegt  weder 

Fig.  5. 


auf  dem  einen,  noch  auf  dem  andern  Zweige,  sondern  isolirt  im 


71 


Abstände  -^  über  der  Abscissenaxe. 


§•  17. 
Beispiel. 

Wir  wollen  noch  das  Integral 

CO 

0 

ableiten  und  zu  dem  Zwecke  ausgehen  von  dem  Doppelintegral 

CO  00 

0      0 

=  /e-^^  dx     I  e-yy  dy\ 
0  l'o  j 


=  \  I  e~yy  dy\    {  I  e-^^  dx] 
[o  J     Ib  j 

Es  ist  nemlich  bei  der  Integration  nach  x  das  Element  des 
Integrals  =  e"'^'^  dx,  multiplicirt  mit  einem  Integrale,  das  x  gar 
nicht  enthält  und  deshalb  als  constanter  Factor  vor  das  Integral- 
zeichen gesetzt  werden  kann.    Ferner  haben  wir 

3* 
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00  00 

e-''''  dx  =      e-yy  dy, 

0  0 

weil    es    auf   den    Integrationsbuchstaben   nicht   ankommt.     Das 
Doppelintegral 

00       oo 
0        0 

ist  also  gleich  dem  Quadrate  des  einfachen  Integrals 

00 

/e-^^  dx. 

b 

Wenn    wir  jetzt   statt  y   eine   andere  Variable  t  einführen  und 
setzen 

y  ■=z  xt^ 

so  ist  dy  =  xdt,  weil  in  dem  Integral  nach  y  immer  x  constant 
ist.     Die  Grenzen  für  t  sind  wieder  0  und  co,  und  wir  erhalten 


00  00 

/       e-'^^-yy  dxdy 

0       0 

00  {         "^ 

=  fdx    /. 


Q-Xx(l  +  f^)    redt] 
Ö 


■  jdt    \  fe-=''^(^  +  *^^xdx 


0  lo 


In  dem  letzten  Ausdrucke  lässt  sich  die  Integration  nach  x  un- 
bestimmt ausführen,  nemhch 

/g-a;a;(l+f2) 

also 


OD 

/ 

0 


Q-XX(l  +  t^)    ^d^    -— 


2  (1  +  P) 
Es  bleibt  daher  nur  noch  das  Integral  nach  ^,  nemlich 


00 

/dt  1  ^  71 

^^^-^  =  -arctg^=-. 
0  VI/ 


Folglich  ist 
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00 

(33)  /  e-^^  dx  = 


2 


Es  kann  hier  nur  das  positive  Vorzeichen  der  Quadratwurzel 
gelten,  weil  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  wesentlich 
positiv  ist. 


§.  18. 
Beispiel. 

Führt  man  in  (33)  statt  x  eine  proportionale  Variable  ein, 
z.  B.  durch  die  Substitution 

X  ^  ay,  a  >>  0, 


so  ist 


also 


und 


2 


/  e-aayy   a  cl  y  = 
0 

/  e-««!/j/  dy  =  ~ 
J  -^         2  a 

0 

oo  ^         ,- 


'7t 

2  Y    a' 

0 

Auch  hier  ist  die  Quadratwurzel  mit  positivem  Zeichen  zu  nehmen. 
Aus  der  letzten  Gleichung  kann  man  eine  Menge  anderer  be- 
stimmter Integrale  ableiten  durch  das  Diöerentiiren  unter  dem 
Integralzeichen.  Differentiirt  man,  und  zwar  fj-mal  in  Beziehung 
auf  a ,  so  findet  sich 

r       r^-  /  N„   7  V^  /      1\  /      3\       /      2n~l\    _H!L±i 

/    g-axx    (^—XX)»    dx   =   ^    l—-j    [  — !))'•■[ 9 j«  2 

0 

oder 

/o.^               r      ..     ...  j           n /^  1  •  3  •  5  .  .  .  (2w— 1) 
(34)  /  e-"^^  x^"dx  =  IT  \/ ^ '^ 

0 

—  iV^  ^-^  -i- 

~~  2  V  CA      nl      (4a)"' 
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Diese  Gleichung  gilt  auch  noch  für  n  =  0,  weil  wir  dann  auf  den 
einfacheren  Fall,  von  dem  wir  ausgingen,  zurückkommen. 

Aus  dem  ehen  gefundenen  Integral  wollen  wir  noch  ein  ande- 
res ableiten  durch  Reihenentwicklung.     Wir  nehmen 

00 

/  e-«a;a;  (;og   ßxdX 
0 

und  lösen  den  Cosinus  in  eine  Reihe  auf,  die  nach  geraden  Poten- 
zen von  X  fortschreitet.  Dann  können  wir  jedes  Glied  nach  der 
vorigen  Formel  berechnen.     Wir  erhalten 


{—ß-^x'^Y 

M  =  0  ■"'■■" 


/  e-«^^  cos  ßxdx  =   /  dx  g-'^^^  ^ — j^—r 

b  0  n  =  Q 

^      f ß2\n    p 

^V     j ■'       I   p—axx   n>2n  fl  ^ 

—  2^    {2n)\  J  -^    «-^ 

^  0 

-^     (2n)!     2  K    w.    n\     (4ß/ 

—  2Y  -^2^  n\\Aa  )' 


d.  h, 

(35) 


/\\  /n  — — 
Q-axx  (,Qg  ßx  dx  =^ -^y -e   *"' 

0 

worin  ß  keiner  Beschränkung  unterliegt,  aber  y  -  positiv  zu  neh- 


men ist. 


Zweiter  Abschnitt. 

Unendliche   Reihen. 


§.   19. 
Definition  der  convergenten  unendlichen  Reihe. 

Wir  gehen  jetzt  über  zu  der  Entwicklung  von  Functionen  in 
sogenannte  trigonometrische  Eeihen,  d.  h.  in  Reihen,  welche  fort- 
schreiten nach  den  Sinus  und  Cosinus  der  Vielfachen  der  ver- 
änderlichen Grösse.  Bevor  wir  diese  Entwicklung  vornehmen,  ist 
es  zweckmässig,  einige  allgemeine  Betrachtungen  über  die  Conver- 
genz  unendlicher  Reihen  vorauszuschicken. 

Es  sei 

Sn  =  «0  +  «1  +  «2  +  •  •  •  +  «n. 

Ist  dann  lim  Sn  =  c  für  n  =  co  und  c  eine  bestimmte  end- 
liche Zahl,  so  heisst  die  unendliche  Reihe 

ciq  -\-  eil  -\-  a.2  -\-  •  " 
convergent,  und  c  ist  ihre  Summe. 

In  diesem  Falle  hat  man  für  lim  n  =  co 

lim  (Sn  —  s„_i)  =  0, 
und 

lim  (Sn  +  m  —  s„)  =  0, 

wie  gross  auch  m  gewählt  werden  möge.    D.h.  mit  anderen  Worten: 
in  einer  convergenten  unendlichen  Reihe  ist 

lim  a„  =  0, 

lim  (ttn  +  i  -\-  an  +  2  -\-  '■■  -\-  an  +  m)  =  0. 
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Wir  betrachten  zunächst  eine  Reihe,  deren  Glieder  sämmtlich 
positiv  sind, 

(36)  i>o  +l->l+i^2  +  ••• 

und  fragen,  unter  welchen  Bedingungen  sie  convergire.  Wir  setzen 

Sn  =  Po   -\-  Ih    -\-  Ih   -^ h  Pn  . 

Die  Bedingung,  dass  Um  p^  =  0  sei,  genügt  hier  nicht,  um 
die  Convergenz  der  Reihe  zu  sichern.  Man  überzeugt  sich  davon 
an  der  harmonischen  Reihe 

1  +  1  +  1  +  .. .  +  !  +  ... 

Hier  ist  lim  —  =  0.  Aber  die  Summe  der  Reihe  wird  unendlich 
gross,  wenn  n  ins  Unendliche  zunimmt.   Denn  man  kann  den  Bruch 

—  durch  ein  bestimmtes  Integral  ausdrücken: 

n 

1 

—  =    I  x'^~'^  dx. 
n        J 

ü 

Dadurch  erhält  man 

_    pX  —  x^ 

0 

und  diese  Summe  nähert  sich  für  wachsende  n  der  Grenze 

, .  r     dx 

lim  Sn  =^      -, 

,/     1  —  X 

0 

Die  Function  unter  dem  Integral  wird  an  der  obern  Grenze  un- 
endlich. Wir  nehmen  also  statt  dieser  obern  Grenze  1  —  /o  £, 
indem  wir  mit  h  eine  willkürliche  positive  Constante  und  mit  £ 
einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnen,  welcher  der  Null  beliebig 
angenähert  werden  kann.  Das  unbestimmte  Integral  lässt  sich 
herstellen,  es  ist 

/i^  =  - ''^  (^  - -^ 

und  daher 


/ 


1  —  fce 

dx 


1 

0 


=  —  lg  (l  —  1  —  Jci)  —  —  Igli  f. 


Lassen  wir  nun  s  in  0  übergehen,  so  wird 
lim  ( —  IgJiB)  =z  -\-  Gc 
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Wir  müssen  demnacli  zu  der  Bedingung,  dass  lim  p^  ■=  0  sei, 
noch  eine  andere  hinzufügen.  Lässt  sich  nun  eine  endliche  Zahl 
Ä  angeben,  so  dass 

lim  Sn  <^  Ä 

bleibt,  so  folgt  daraus  die  Convergenz  der  Reihe.  Denn  es  muss, 
da  sämmtliche  Glieder  der  Reihe  positiv  sind,  die  Summe  Sn  zu- 
nehmen mit  wachsendem  n.  Lassen  wir  aber  eine  veränderliche 
Zahl  X  das  Intervall  von  0  bis  Ä  stetig  wachsend  durchlaufen,  so 
muss  sich  dabei  ein  Werth  x  ^=  c  finden,  der  so  beschaffen  ist,  dass 
limSn  die  Werthe  von  x  noch  überschreitet,  die  kleiner  sind  als  c, 
dagegen  die  Werthe  nicht  erreicht,  die  grösser  sind  als  c.  Dann  ist 

lim  Sn  =  c 
und  deshalb  die  Reihe  convergent. 

Bringt  man  die  Glieder  der  Reihe  (36)  in  irgend  eine  andere 
Anordnung,  so  fragt  es  sich,  ob  dadurch  der  Grenzwerth  von  s» 
geändert  werde.  Es  zeigt  sich,  dass  dies  nicht  der  Fall  ist.  Denn 
man  braucht  nur  in  der  neu  geordneten  Reihe  bis  zu  einer  Stelle 
zu  gehen,  der  alle  Glieder  mit  dem  Index  <^  n  -\-  l  vorhergehen. 
Als  Summe  der  Glieder  bis  zu  dieser  Stelle  erhält  man  dann  einen 
Werth,  der  entweder  =  Sn  ist  oder  noch  näher  an  c  liegt,  als  s„. 
Daher  nähert  sich  auch  hier  die  Summe  derselben  Grenze  c,  wenn 
man  n  ins  Unendliche  wachsen  lässt.  D.  h.  die  Summe  der  Reihe 
ist  unabhängig  von  der  Anordnung  der  Glieder. 


§•   20. 
Eintheilung  der  convergenten  Reihen  in  zwei  Classen. 

Wir  betrachten  die  Reihe  ' 

(37)  «0   +   «1    +   «2   +   «.5   +   ■  •  •  1 

welche  positive  und  negative  Glieder  enthalten  soll.    Die  positiven 
Glieder  für  sich  mögen  eine  Reihe  bilden 

(38)  Po  +  Ih  +  Ih  +  Pa  • ' '  Qi^^  Pn  =  0), 
und  die  negativen  Glieder  für  sich  eine  Reihe 

(39)  —  q^  —  q^  —  q.^  —  q.^  ...  (Jim  q^^  —  o). 
Bei  der  Untersuchung  über  die  Convergenz  der  Reihe  (37) 

sind  vier  Fälle  zu  unterscheiden,  nemlich 
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1.  die  Summe  der  Reihe  (38)  ist  imendUch,  die  Summe  der 
Reihe  (39)  endlich; 

2.  die  Summe  von  (38)  ist  endlich,  die  Summe  von  (39)  un- 
endlich ; 

3.  die  Summe  von  (38)  und  die  Summe  von  (39)  sind  beide 
endlich; 

4.  die  Summe  von  (38)  und  die  Summe  von  (39)  sind  beide 
unendlich. 

Im  ersten  und  zweiten  Falle  ist  die  Reihe  (37)  divergent,  ihre 
Summe  ist  im  ersten  Falle  +  oo ,  im  zweiten  Falle  —  co . 

Im  dritten  Falle  ist  die  Reihe  (37)  convergent,  ihre  Summe 
unabhängig  von  der  Anordnung  der  Glieder.  Man  überzeugt  sich 
davon  durch  die  folgende  Betrachtung.  Es  sei  P  die  Summe  der 
unendlichen  Reihe  (38),  —  Q  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 
(39).  Die  Reihen  (37),  (38),  (39)  seien  ursprünglich  so  geordnet, 
dass 

ÜQ  -\-  eil   -\-  •  •  •  -j-  ttm  +  n  +  1 

=  i>0  +  i^l   H [-Pm 

—   go    —    5i    — C[n. 

Wir  bezeichnen  die  Summe  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung 

mit  Sni  +  n  +  i  und  setzen 

Po   -\-  Pi   -^  '"  -\-  P^n  =  Pmi 
qo  -\-  qi    -^  '  •  '  ^    ([n   =    Qn- 

Dann  ist  bei  der  ursprünglichen  Anordnung  der  Glieder 
lim  Sm  +  n  +  i  =  Um  (P«  —  Qn)  =  U^n  P^  —  lim  Q^  =  P  —  Q, 
also  nach  der  Voraussetzung  eine  bestimmte  endliche  Zahl. 

Werden  nun  die  Glieder  der  Reihe  (37)  in  beliebig  veränder- 
ter Reihenfolge  genommen,  so  braucht  man  in  der  neu  geordneten 
Reihe  nur  bis  zu  einer  Stelle  zu  gehen,  welcher  sämmtliche  p  mit 
dem  Index  <<  w  -|-  1  ^^^1  sämmtliche  q  mit  dem  Index  <^  n  -\-  1 
voraufgehen.  Die  Summe  der  Reihe  bis  zu  dieser  Stelle  ist  dann 
entweder  P,„  —  Qn,  oder  sie  liegt  zwischen  P  —  Qn  und  P„i  —  Q. 
Folglich  nähert  sich  auch  diese  Summe,  wenn  man  die  Gliederzahl 
ins  Unendliche  zunehmen  lässt,  der  Grenze  P  —  Q. 

Im  vierten  Falle  kann  man  die  Glieder  der  Reihe  (37)  stets  so 
anordnen,  dass  ihre  Summe  einen  beliebigen  Werth  X  erhält.  Man 
nimmt  so  lange  positive  Glieder,  bis  der  Werth  K  eben  über- 
schritten ist,  dann  so  lange  negative  Glieder,  bis  die  Summe  eben 
unter  K  herabsinkt,  und  wiederholt  dasselbe  Verfahren  beliebig 
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oft,  so  nähert  sich  die  Summe  der  Reihe  fortwährend  dem  Grenz- 
werthe  li.  Denn  bricht  man  die  Reihe  bei  einem  positiven  Gliede 
ab,  so  dass 

i^o  H —     +iJ^_i<z', 
i^o  H —     +i5^.-i  +  i>^^  >  ^ 

ist,  so  unterscheidet  sich  die  Summe  der  Reihe  von  der  Grösse  K 
um  weniger  als  p^^.  Bricht  man  dagegen  bei  einem  negativen 
Gliede  ab,  so  dass  man 

i>o  H —    ■—  g^_i  >  z; 
Pa-\ —     —  gv-i  —  ih<:K 

erhält,  so  ist  die  Summe  der  Reihe  um  weniger  als  q^  von  der 
Grösse  K  verschieden.  Es  ist  aber  Um  p^^  =  0  und  lim  q^  =  0. 
Wenn  man  also  das  Verfahren  nur  hinreichend  lange  fortsetzt,  so 
kann  man  die  Summe  der  Reihe  beliebig  nahe  an  die  Grösse  K 
bringen. 

Wir  haben  demnach  zwei  Classen  von  convergenten  Reihen 
zu  unterscheiden,  nemlich  solche,  deren  Summe  unabhängig  von 
der  Anordnung  der  Glieder  ist,  und  solche,  die  je  nach  der  Anord- 
nung der  Glieder  eine  andere  Summe  geben. 

Zu  der  letztgenannten  Classe  gehört  das  folgende  Beispiel. 
Wir  nehmen  die  harmonische  Reihe  sowohl  für  die  Reihe  der  p 
als  für  die  Reihe  der  q.  Wird  die  Reihe  (37)  dann  so  gebildet, 
dass  die  Glieder  abwechselnd  positives  und  negatives  Zeichen  haben, 
so  hat -man 


Um 


b-^  +  l-l  +  l-r-]  =  '- 


Nehmen  wir  aber  stets  zwei  positive  Glieder  und  darauf  ein 
negatives,  so  ergibt  sich 

(2m      ^  m  \  -Im       ^ 

=  Um  •  ^^ ^  -    =  Um  ^,   - 


■1  1  J  n  =  m  +  1 


T        1 

=  Um  — 
m 


+ 


1 


1+-        1+i  1+^-^-i        1+^ 

m  '    m  '        m  m 


2 


2 

'dx        . 
—  =  la  2. 

X 
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Man  kann  aber  auch  ganz  allgemein  lg  Je  als  Summe  der  Reihe 
herstellen.  Denn  nimmt  man  stets  h  positive  Glieder  zusammen 
und  darauf  ein  einziges  negatives,  so  ergibt  sich 

(  lim     .  m      -\  km     ^ 

=  lim  I  ^ y^  -  •  =  ^"'*  S  - 

I  n  =  1  n  =  1      ;  m\\ 

=  Um  -  f— L-^  H ^^  +••.+ 


1+:^      i+£;  i+^-^^^l 


m  m  m 


1 
Zu  den  Reihen,  deren  Glieder  in  einer  bestimmt  vorgeschrie- 
benen Anordnung  genommen  werden  müssen,  gehören  die  Reihen, 
welche  nach  den  Sinus  und  Cosinus  der  Vielfachen  der  Veränder- 
lichen fortschreiten,  und  diese  sollen  in  den  folgenden  Paragraphen 
den  Gegenstand  der  Betrachtung  bilden. 

■§.  21. 

Die  Reihe,  welche  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  des 
Argumentes  fortschreitet. 

Wir  betrachten  die  Reihe 
(40)  «■!  sin  X  -[-  a.2  sin  2x  -\-  a-^  sin  3 x  -\-  ••• 

Eine  solche  Entwicklung  scheint  mit  der  nach  Potenzen  von 
X  im  wesentHchen  übereinzustimmen,  sie  ist  aber  durchaus  davon 
verschieden.  Es  wird  sich  zeigen,  dass  in  der  Form  (40)  sich  selbst 
solche  Functionen  entwickeln  lassen,  deren  Verlauf  ganz  unregel- 
mässig ist,  und  die,  je  nachdem  die  Veränderliche  zwischen  ande- 
ren Grenzen  liegt,  ganz  verschiedene  Gesetze  befolgen,  analog  den 
Erscheinungen  bei  den  discontinuirlichen  bestimmten  Integralen. 
Solche  Reihen  sind  zuerst  behandelt  bei  dem  Probleme  der  schwin- 
genden Saiten,  mit  welchem  sich  um  die  Mitte  des  vorigen  Jahr- 
hunderts Daniel  BernouUi,  Euler,  Lagrange  u.  a.  beschäf- 
tigten. Bei  der  Art,  wie  Dan.  Bernoulli  die  Aufgabe  behandelte, 
wurde  es  nöthig,  eine  Function /(x)  in  eine  solche  Reihe  zu  ent- 
wickeln, und  zwar  musste  die   Entwickhing  gültig  sein  für  alle 
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Werthe  von  x  zwischen  0  und  %.  Bernoulli  bestimmte  die  Coef- 
ficienten  der  Entwicklung  nicht,  sagte  aber:  was  für  eine  Curve 
auch  gezeichnet  werden  möge,  die  Ordinate  müsse  sich  doch  immer 
in  dieser  Form  darstellen  lassen.  Er  berief  sich  darauf,  dass  in 
der  Reihe  eine  unendliche  Anzahl  von  Coefficienten  vorkomme. 
War  die  Behauptung  Bernoulli's  richtig,  so  musste  man  nach- 
weisen können,  dass  die  Entwicklung  auch  für  die  Ordinaten  einer 
gebrochenen  Linie  passt,  ebenso  gut  wie  für  jede  andere  Curve. 
Dies  bestritt  Euler,  weil  man  auch  in  der  Reihe 

a  -\- })  X  -Y  G  x''-  -\-  "  • 
die  Coefficienten  nicht  so  bestimmen  könne,  dass  die  Linie  von 
einem  bestimmten  Punkte  aus  ihre  Richtung  plötzlich  ändere. 
Dies  ist  freilich  richtig,  denn/(^)  =  a  -[~  ^-^  stellt  eine  gerade 
Linie  dar  bis  ins  Unendliche,  aber  keine  gebrochene  Linie.  In  der 
That  schien  damals  die  Darstellung  einer  gebrochenen  Linie  auch 
in  der  Form  (40)  nicht  möglich,  und  Bernoulli  konnte  auf  den 
Einwurf  Euler's  nichts  weiter  erwidern,  als  dass  man  eine  un- 
endliche Anzahl  von  Coordinaten  habe  und  diese  beliebig  bestim- 
men könne. 

Erst  durch  spätere  Untersuchungen  hat  es  sich  herausgestellt, 
dass  es  möglich  ist,  die  Ordinaten  einer  gebrochenen  Linie  in  der 
Form  der  Reihe  (40)  auszudrücken.  Am  einfachsten  ist  diese  Ent- 
wicklung, indem  man  von  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  zu 
einer  unendlichen  übergeht.  Man  sucht  also  zunächst  für  einzelne 
besondere  Werthe  der  Variablen  die  zugehörigen  Werthe  der  Func- 
tion durch  die  Reihe  (40)  auszudrücken,  ohne  sich  jedoch  an  eine 
beschränkte  Anzahl  zu  binden.  Wenn  man  dann  die  Anzahl  dieser 
Werthe  immer  weiter  vermehrt,  so  kommt  man  endlich  zu  einer 
unbestimmten  Anzahl.  Also,  geometrisch  aufgefasst,  bestimmt  man 
zuerst  für  einzelne  Abscissen  die  Ordinate,  und  zwar  für  immer 
mehr  und  mehr,  und  geht  dann  zu  der  unendlichen  Anzahl  über,, 
d.  h.  man  nimmt  die  ganze  Curve. 


22. 


Summirung  der  n—\  ersten  Glieder.  Grenz werth  für  »«:=  oo . 

Wir  wollen  die  Reihe  aus  n  —  1   Gliedern  bestehen  lassen, 
also  setzen: 
(41)    fix)  =  «1  sinx  -\-  «2  ?'in1x  -|-  •••  -f-  «n-i  sinn  —  \x. 
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Diese  Function  hat  den  Werth  0  für  x  =  0  und  für  x  =^  n. 
Wir  wollen  daher  ihren  Verlauf  nur  für  solche  x  betrachten,  die 
grösser  als  0  und  kleiner  als  7t  sind.  Unter  dieser  Beschränkung 
können  wir  für  n  —  1  bestimmte,  beliebig  gewählte  Werthe  von 
X  die  Functionswerthe  in  Uebereinstimmung  bringen  je  mit  der 
entsprechenden  Ordinate  einer  willkürlich  genommenen  Curve. 
Dadurch  erhalten  wir  nemlich  n  —  1  Bedingungsgleichungen,  in 
welchen  die  n —  1  Unbekannten  a^,  a^^'-cin  —  i  linear  vorkommen. 
Diese  werden  sich  also,  allgemein  zu  reden,  aus  den  Bedingungs- 
gleichungen eindeutig  bestimmen  lassen.  Wir  wählen  die  n  —  1 
bestimmten  Werthe  von  x  so,  dass  sie  eine  arithmetische  Pro- 
gression bilden,  also 

7t     27t    37t  niTt  n  —  1  7t 

n''   n  ''    n  ^         w   '  n       ' 

und  bezeichnen  die  zugehörigen  Ordinaten  der  Curve  mit  resp. 

Vu  2/2,  2/3,   •••   2/m,   •••   Vn-l- 

Dann  sind  n  —  1  Werthe  der  Function  f(x)  festgelegt  durch  die 
Gleichungen 

Daraus  ergeben  sich  für  die  n  —  1  unbekannten  Coefficienten  in 
(41)  die  Gleichungen 

/(f)  =  «i  sin  ^  +  a,  sin  2  ^+  •  •  •  +  a„_i  sin  (n  —  1)  ^, 

,/27t\  .    2jt  .         .      2x  27t 

f[  —  \^=iaiSin \-a2Sin2 ^cin—iSinln — 1) — , 

•^  \n  /  11     '  n    '         '  n 


^/n  —  l7t\  .    n  —  lir,  ■    r.  vi  —  Ijt. 

/  )  =  «1  sin \-  a.i  sm  2 h  •  •  • 

-'  \      n      J  w         '  n         '  

n  —  l7t 

•••  +  «n— 1  sm  (n  —  1) 

n 

Aus  diesen  Gleichungen  haben  wir  die  Werthe  der  Grössen 
«1,  «2  5  "•  ctn-i  5^u  bestimmen.     Hierfür  hat  zuerst  Lagrange*) 


*)  Miscellanea  Taurinensia.  Tomus  I.  Recherches  sur  la  nature  et  la 
propagation  du  son.  —  Mise.  Taur.  Tom.  III.  Des  vibrations  d'une  corde 
tendue  et  chargee  d'un  nombre  quelconque  de  poids.  (Pag.  247.)  —  üeber 
die  directe  Lösung  mit  Hülfe  der  Determinanten -Theorie  sehe  man  nach 
in  dem  Aufsatze:  Solution  de  la  question  979,  par  M.  E.  de  Hunyady. 
(Nouvelles  Annales  de  Mathematiques.    2.  serie.   Tome  11.  1872.) 
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ein  sehr  einfaclies  Mittel  angegeben.  Wenn  man  nemlich  jede 
Gleichung  mit  einem  besondern  unbestimmten  Coefficienten  multi- 
plicirt  und  dann  sämmtliche  Gleichungen  addirt,  so  lässt  sich  das 
System  der  unbestimmten  Coefficienten  so  bestimmen,  dass  in  der 
Summe  alle  Grössen  a  bis  auf  eine  mit  0  multiplicirt  sind.  Im 
allgemeinen  würde  die  Ermittlung  des  Werthes  der  unbestimmten 
Coefficienten  von  einer  ähnlichen  Frage  abhängen,  wie  die  Lösung 
der  Gleichungen  selbst.  Für  unsere  Gleichungen  aber  gibt  es  ein 
sehr  einfaches  Factorensystem.  Um  irgend  ein  a  zu  berechnen, 
hat  man  jede  Gleichung  mit  dem  Doppelten  des  Factors  zu  multi- 
pliciren,  mit  welchem  das  a  in  der  Gleichung  schon  multiplicirt 
ist.     Soll  also  ttm  ermittelt  werden,  so  multipliciren  wir  die  erste 

7t  ^  7t 

Gleichung  mit  2  sin  m  - ,  die  zweite  mit  2  sin  m  ^^— ,  die  dritte  mit 

n  n 


2sinm — ,  u.  s.  f.,  die  letzte  mit  2sinni und  addiren  die 

n  n 

Resultate.  Es  fragt  sich  dann,  was  in  der  Summe  multiplicirt  ist 
mit  «fc  für  'k'^m^  und  was  multiplicirt  ist  mit  am.  Als  Factor 
von  «fe  erhalten  wir 

n  /^    •    7  ^    •        ^1       .    7  2;r    .        27t    , 

Au  =  2[  sin k  —  Sin m \-  sin k  —  sm m h  •  •  • 

\  n  n  n  n 


,      .    -,  n  —  1  TT    .        n  —  1 :7r\ 

•  •  •  +  sin  k sin  m )  • 

n  n      ) 

Hier  lässt  sich  jedes  Glied  verwandeln  nach  der  Formel 

2  sin  Ol.  sin  ß  =  cos  (a  —  ß)  —  cos  (oc  -\-  ß). 

Dadurch  ergibt  sich  als  Factor  von  a^ 

jjr  ^  7t  VI  1  7t 

A]c  =  cos  (k  —  m)  — |-  cos  {k  —  m)  - — | \^cos(k  —  rn) 


—   cos  (k  -\-m)  — (-  cos  (k  4-  m) 1 [-cos(k~\-  m) • 

L  w  '         n  \     \      ^       n      j 

Es  kommt  also  darauf  an ,  zu  summiren 

s  =  cos  0  -\-  cos  2  6  -\-  •  •  •  -\-  cos  (n  —  1)  6. 
Multiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  mit  2  cos  ß 
und  verwandelt  die  Producte   von    Cosinus    in   Summen,    so  er- 
hält man 

2scosd  =1  -^  cosd  -^  cos2e  -\ ^  cos  (n  —  2)  B 

-^  cos  2  0  -\-  cos  S  6  -^  cos  4: 0  -\-  ■  ■  •  -\-  cos  n  0. 
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Für  die  erste  Eeihe  auf  der  rechten  Seite  können  wir  schreiben 

1  —  cos  (n  —  1)  ö  -|-  s,  für  die  zweite  Reihe  cosnB  —  cosB  ~\^  s 
und  erhalten  also  aus  der  letzten  Gleichung 

2s(l  —  cos  Ö)  =  —  (1  —  cosO)  -f  [cos  (n  —  1)  ö  —  cosnd], 
oder 

1     1^  cos  (w  —  1)  Ö  —  cosnß 

^~~2~^  2  (1  -  cos  6) 

2  sm  —  fjsin ^ 6 

=  —  2   I  1        i 

4  sin-Bsm-^O 

n 

sin  (2n  —  1)  - 

=  —  2  H  i       " 

2  sin  -^  0 

Mit  Hülfe  dieser  Formel  lässt  sich  der  gefundene  Ausdruck  für  J^ 
Summiren,  Die  Formel  kann  allerdings  in  ihrem  letzten  Gliede  die 

Form  0 : 0  annehmen,  wenn  sin  —  Ö  =  0,  also  0  ein  Vielfaches  von 

2  %  ist.     Dies  tritt  aber  in  unserm  Falle  nicht  ein ,  da  Iz  und  m 
beide  kleiner  als  n  und  von  einander  verschieden  sind.  Wir  haben 

nun  einmal  ö  =  (k  —  m)  — ,  und  einmal  ö  =  {k-\-m) —  zu  setzen: 

in  beiden  Fällen  hegt  dann  der  Zahlwerth  von  ö  zwischen  0  und  2  it. 

llTt 

Nehmen  wir  nun  (i  ■=  — ,  wo  /^  immer  eine  ganze  Zahl  und  ent- 

n 

weder  =  Tz  —  m  oder  ^  ä;  -(-  m  ist,  so  wird 

.     /^  Im 

sm  I  hTt —  TT— 

1     ,  V  2w 

s  =  -  ö  + 


2     '  ^    ■    Jin 

2sm  —- 
2« 

Auf  der  rechten  Seite  kann  der  Nenner  des  zweiten  Gliedes  nicht 
=  0  werden.  Lösen  wir  im  Zähler  den  Sinus  der  Differenz  auf 
und  beachten,  dass  sin h 7t  =  0  ist,  so  wird 

.     llTt         , 

sin  — -  cos  h  7t 
1  2n  1  /i     I  7     ^ 

^  =  -  2  -       ,    .   h^        =-^(l  +  coshn). 

2sm-^r— 
2n 
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Dieser  Werth  von  s  ist  0  oder  —  1,  je  nachdem  h  ungerade 
oder  gerade  ist.  Es  sind  aber  Tc  —  m  und  Tc  -\-  m  immer  gleich- 
zeitig gerade  oder  ungerade,  und  folglich  haben  die  beiden  Reihen, 
deren  Differenz  =  Ät^  ist,  immer  denselben  Werth.  Der  gesuchte 
Factor  von  a^c  ist  also  =  0,  wenn  Je  von  m  verschieden  ist. 

Der  Factor  von  «,„  findet  sich,  indem  wir  in  Ä-^  setzen  k  =  m. 
D.  h.  es  ist 

^„,=  1  +  1+...  +1  

—  \  cos  2  m \-  cos  2  m h  •  •  •  +  cos  2  m . 

L  n  n  n      ] 

Die  erste  Reihe  ist  =  w  —  1.     Um  die  Klammer  in  der  zweiten 

Reihe  zu  summiren,  hat  man  in  dem  letzten  Ausdrucke  für  s  zu 

setzen  h  =  2  m.     Die  Summe  in  der  Klammer  wird  also  ==  —  1, 

und  daher  ist 

A,n  =  n. 

Wir  erhalten  das  Resultat 

(42)       „  a,.  =  2/  (^)  sin  '-^  +  2f('^)  sin  ^-^+... 

\nj         n  \n  J  n 


,    c.  ri  ^  —  \7t\    .    n  —  Im 7t 
+  2/ )sm 


und  darin  ist  der  Reihe  nach 

w  =  1,  2,  3,  ...  n  —  1 
zu  setzen. 

Gehen  wir  jetzt  vom  Endlichen  zum  UnendHchen  über,  so 
haben  wir  zu  untersuchen,  was  aus  dem  Coefficienten  cim  wird, 
wenn  n  immer  mehr  wächst.     Es  ist 


2   7C{„/7i\     .   mn    ,     J27c\     .    2mn    , 

= {  /  1  —  )  Sin h  /  (  —  )  sm h 

71   n  r   \n /  n  \  n  J  n 


n  —  1  :n^\     .    n  —  1  vi  7t] 

sm 


n       /  n         J 

Lassen  wir  auf  der  rechten  Seite  n  ins  Unendliche  zunehmen,  so 
erhalten  wir 

IT 

2    C 
a„i  z=  —  I  f  {x)smmxdx. 

0 

Hiermit  ist  unsere  Aufgabe  gelöst.  Die  Coefficienten  in  der  Ent- 
wicklung von  f(x)  sind  so  bestimmt,  dass  die  Function  für  einen 
beliebigen  Werth  von  ic,  der  grösser  als  0  und  kleiner  als  7t  ist, 
die  Ordinate  einer  willkürlich  genommenen  Curve  ausdrückt.    Es  ist 

Biemann.    Partielle  Differentialgleichungen.  A 
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freiUch  nicht  gesagt,  dass  die  Coefficienten  sich  immer  in  endhcher 
Form  entwickeln  lassen.  Aber  wir  haben  sie  doch  in  Form  von 
bestimmten  Integralen.     Die  Entwicklung  von  /  (x)  lautet  danach 

(43)        f(x)  =  «1  sin X  -f  «2  sin  Ix  -\-  •  •  •  +  «,„ shi m x  -}-  ■  ■  ■ 

TT 

«„,,  =  —   I  f(a)siniucida. 

^  J 
0 

n  >  X  >  0. 

Die  Function  ist  hier  an  gar  keine  analytische  Eigenschaft 
gebunden,  sondern  kann  sich  an  verschiedenen  Stellen  ändern. 
Die  Coefficienten  sind  dann  immer  noch  durch  bestimmte  Integrale, 
also  durch  Flächen  ausgedrückt. 

Hiernach  könnte  man  den  Versuch  machen,  mit  einer  Potenz- 
reihe ebenso  zu  verfahren,  d.  h.  eine  parabolische  Curve  an  belie- 
bigen Stellen  mit  einer  willkürlich  genommenen  Curve  zusammen- 
fallen zu  lassen  und  hierauf  die  Anzahl  dieser  einzelnen  Stellen 
unendlich  zu  vermehren.  Dies  geht  aber  nicht,  wie  man  leicht 
sieht,  und  der  Grund  davon  liegt  eben  darin,  dass  der  Uebergang 
zum  Unendlichen  nicht  ausführbar  ist.  Bei  der  parabolischen 
Curve  nähern  sich  die  Coefficienten  nicht  wie  hier  einer  bestimm- 
ten Grenze,  wenn  man  die  Gliederzahl  der  Reihe  ins  Unendliche 
zunehmen  lässt.  Man  kann  also  eine  solche  parabolische  Curve 
nicht  mit  einer  gebrochenen  Linie  zusammenfallen  lassen,  wenn 
man  auch  noch  so  viele  Punkte  auf  beiden  gemeinschaftlich 
nehmen  kann.  Vielmehr  schwankt  für  die  dazwischen  liegenden 
Punkte  die  parabolische  Curve  hin  und  her.  Also  war  das  Argu- 
ment von  Daniel  BernouUi,  dass  er  unendlich  viele  Coefficien- 
ten habe  und  diese  nur  zu  bestimmen  brauche,  im  allgemeinen 
a  priori  nicht  richtig,  sondern  er  hätte  nachweisen  müssen,  dass 
jeder  Coefficient  sich  immer  einem  bestimmten  Werthe  nähert. 

Aus  der  obigen  Entwicklung  erhellt,  dass  die  Function  für 
X  =  0  und  X  =  Tt  nicht  mehr  durch  die  Reihe  dargestellt  wird. 
Denn  die  Reihe  hat  für  diese  beiden  äussersten  Werthe  der  Va- 
riablen den  Werth  0,  während  die  Function  beliebige  andere  Werthe 
haben  kann. 
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§.  23. 
Beispiele. 


I.     Wir  nehmen  als  Beispiel 

fix)  =  X. 
Dann  lässt  sich  das  unbestimmte  Integral 


f  (a)  sin  m  ci  d  cc 
leicht  finden.     Es  ist 


ß 


f 


,  a cos  m  a    ,       r  da 

cc  sin m  a  da  = \-    1   cos m  a  — ■ 

m  J  m 

a  cos  m  a    ,    sin  m  cc    , 


QU  m- 

Hiernach  erhalten  wir  das  bestimmte  Inteoral 


TT 


,  cos  in  n 

a  Sin  m  adcc  =z  —  n  , 

m 


,  2     r       .  -,  2  cos  m  7t 

also  ttm  =  —  /   ocstnmccda  = 

7t  J  m 

0 

Der  Cosinus  ist  abwechselnd  —  1  und  -j-  1.  Wir  haben  da- 
nach die  Entwicklung 

1       .  sin  2x  j.    sin  3  x       sin  ix    , 

—  X  ^  Sin  X  -        I        -  -        |-        •  •  • 

Für  X  =  0  sind  beide  Seiten  der  Gleichung  =  0.  Die  Ent- 
wicklung gilt  also  noch  für  x  =^  0.  Beide  Seiten  gehen  ins  Ent- 
gegengesetzte über,  wenn  x  mit  —  x  vertauscht  wird.  Folglich  ist 
die  Gleichung  gültig  für  -\-  7t  '^  x  '^  —  7t ^  dagegen  nicht  mehr 
für  a;  =  +  jr. 

II.  Wir  können  auch  eine  Function,  die  von  x  =  0  hi's,  x  ^=  7t 
constant,  z.  B.  =  1  ist,  in  eine  Reihe  entwickeln.  In  diesem  Falle 
haben  wir 

/-,                cosma    . 
stnmada  = h  c, 
m 

TT 

,  2     r   .  -,  2     1  —  cos  m  7t 

also  ■  «„i  =  —  /   sinmadcc  =  —  • 

7t  J  7t  m 

0 

4* 


52 


Zweiter  Abschnitt.     Unendliclie  Reihen. 


Dieser  Werth  ist  =  0  für  ein  gerades  m,  daeeffen  =  —  für 
em  ungerades  m.    FolgHch  ergibt  sich 

7t  sin  X    |_  sin  S  x  ^.    sin  b  x    , 

J~^       ^         3         ^         5         ^ 
Diese  Entwicklung  ist  für  x  =  0  und  x  =  7t  nicht  mehr  gültig. 
Vertauscht  man  x  mit  —  x,  so  geht  die  rechte  Seite  ins  Entgegen- 
gesetzte über.    Die  Summe  der  Eeihe  ist  also  =  —  —  für  negative 
X.     Sie  ist  =  0  für  x  =  0.    An  dieser  Stelle  findet  also  ein  dop- 

7t  7t 

pelter  Sprung  statt,  von  —  auf  0  und  von  0  auf  —  — ,  wenn  x  aus 

dem  Positiven  durch  0  ins  Negative  übergeht. 

III.  Suchen  wir  nun  auch  die  Ordinaten  einer  gebrochenen 
Linie  durch  die  Reihe  (43)  darzustellen.  Sie  sei  zusammengesetzt 
aus  den  Katheten  eines  gleichschenkligen  rechtwinkligen  Dreiecks, 
dessen  Hypotenuse  das  Stück  der  x-kxe  von  0  bis  7t  sein  möge 
(Fig.  6).     Dann  haben  wir 


für  ^  !>•  a?  >  0 

für  7t  >  X  >  — 


fix)  =  71 


Fig.  6. 


Das  Integral  muss  hier  in  zwei  zerlegt  werden,  nemlich 
I /(«) sin mada  =   /  /(«) sin mada  ^   /  f{a) sin madu 


2  TT 

r=z  I  a  sin  madoi  -\-   I  (tt  —  w)  sin  m  a  d  a. 
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Es  ist  aber 


/ 


r      .           7           '     cLcosma    .    stn ma    , 
/   cc  sin  m  a  a  a  = U  c, 

J  m         '       m^        ' 

/            N    .           7                Ttcosmcx,    .    a  cos  m  a        sin  m  a    , 
(%  —  a) sm macla  = L  q 


folglich 

^  11.1 

2,  —  71  cos -^m  7t        sin  —  m  xc 


cc  sin  via  da  =  — -[- 


und 


1 

-^  TT  cos  —  m  7t        sin  —  m7t 


\  {7t  —  a)sinmacla  = _L 

J  m  ' 

TT 

Daraus  ergibt  sieb 


m' 


TT 

I 


.      1 

Stn  -^mTt 

/(a)  sin  ma  da  =  2 


»^2 

0 

und 

.     1 

,   Sin  —  m 7t 
4  2 


m 


Für  gerade  j;t  ist  sin  -^niTt  =  0,  für  ungerade  m  dagegen  =r:  -j-  1, 

wenn  m  =  -i  n  -\-  1,  und  =  —  1,  wenn  m  =  in  —  1  ist.      Wir 
erhalten  demnach 

j..  .  4  \sinx        sinSx    .    sinox     >  ] 


;r  >  ^  >  0. 

sn 

2 


Setzen  wir  j;  =  — ,  so  ist  auch/(j;)  =  — ,  also 


:;r2  1  1  1 

IV.  Wir  haben  bis  jetzt  vorausgesetzt,  dass  die  Function  von 
X  =  0  bis  X  =  7t  ununterbrochen  continuirlich  sei.  Es  kann  aber 
auch  an  einzelnen  Stellen  ein  Sprung  eintreten,  so  dass  man  für 
die  betreffende  Abscisse  eigentlich  zwei  Ordinaten  hat,  die  von  ein- 
ander verschieden  sind,  aber  zunächst  beide  endlich  sein  sollen. 
Das  bestimmte  Integral  hat  auch  für  solche  Curven  noch  seine 
Bedeutung.     Ob  wir  an  der  Stelle  der  Sprünge  die  eine  oder  die 
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andere  Ordinate,  multiplicirt  mit  äx,  als  Beitrag  zu  dem  Integral 
nehmen,  ist  gleichgültig,  denn  dieser  Beitrag  ist  ja  unendlich  klein. 
Doch  darf  der  Sprung  nur  an  einzelnen  Stellen  vorkommen,  und 
nach  jedem  Sprunge  rauss  wieder  eine  stetige  Strecke  folgen 
(Fig.  7).  Wollen  wir  nun  eine  solche  Function  in  eine  Reihe  nach 
den  Sinus  der  Vielfachen  von  x  entwickeln,  so  hahen  die  Integrale 
bestimmte  Werthe,  Die  Coefficienten  sind  also  ebenfalls  bestimmt. 
Es  fragt  sich  nur,  welchen  Werth  die  Reihe  an  einer  Unstetigkeits- 
stelle  annimmt.  Sie  kann  ja  an  dieser  Stelle  nur  einen  Werth  be- 
sitzen, also  nicht  gleichzeitig  beide  Ordinaten  der  Unstetigkeits- 
stelle  ausdrücken.  Es  ist  daher  nöthig,  von  dieser  Seite  die  Reihe 
noch  genauer  zu  beleuchten. 

Wir  nehmen  als  Beispiel  eine  Function,  welche  von  x  =  0 

bis  a;  =  —  den  Werth  1,  von  x  =  -^  hv&  x  =  it  den  Werth  0  hat 


(Fig.  8). 


Dann  ist 

Fig.  7. 


Fig.  8. 


TT  2 

/  /(«) sin tn a  da  ^   1  sin m a  da 


1  —  cos  —  m  7t 
m 


,  1 

1  —  cos  —  ni  7t 

also  a,n  =  — Für  m  =  4n  ist  cos  ~  m7t  =  l   also 

7t  m  2 

1  2     2 

o^m  =  0.    Für  »i  =  4 w  -1-  2  ist  cos  -pr  niTt  =  —  1,  also  a„i  = 

'  2  7t    m 

1  2     1 
Ist  m  ungerade,  so  wird  cos  —  m  7t  =  0,  und  deshalb  a„i  = 

2  7t    m 

Daher  ergibt  sich 

..  .        2\sinx  ,2.^      |l.o      |1-K      |2.„      ,      | 
j{x)  =  — j — \--^stn2x-\-  —  sin3x-j--^sinox-\-—stnßx-\ — [• 
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Also  haben  wir  aus  dieser  Reihe 

7t          .         ,      .  \^       1    sin  3  X    ,    sin  5  x    ,    sin  6  x    , 
-  =  sinx  +  stn 2x  -\ ^ \ ^—  -\ ^ \ 


und 


7t 

mr  -y  >■  ^  >>  0, 

.      .    „       1    sin  3  ^    ,    sin  5  .r    ,    sin  6  .r    , 

0  =  sin  X  -V-  sin  2x  -j-  ■ — - — -  -\ h  •  •  • 

o         '         0  3         ' 

für  TT  >>  ,x'  >.  -^• 

Suchen  wir  hier  nun  den  Wertli  der  Reihe  an  der  Sprangstelle, 

also  für  ^  =r  — ,  so  ergibt  sich 

3^5         7 

7t 

und  die  Summe  dieser  Reihe  ist  bekanntlich  —  •     Der  Werth  der 

4 

Reihe  liegt  also  an  der  Sprungstelle  in  der  Mitte  zwischen  den 

beiden  Werthen  der  Function. 


§.  24. 

Die  Reihe,  welche  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  des 
Argumentes  fortschreitet. 

Wie  in  dem  Vorhergehenden  die  Entwicklung  nach  den  Sinus 
der  Vielfachen  von  x  vorgenommen  ist,  so  soll  nun  die  Function 
in  einer  Reihe  dargestellt  werden,  die  nach  den  Cosinus  der  Viel- 
fachen von  X  fortschreitet.  Wir  erreichen  diesen  Zweck  am  ein- 
fachsten, indem  wir  in  (43)  statt  f(x)  schreiben  2f(x)sinx.  Da- 
durch erhalten  wir 

2f(x)  sin X  ^=  Ui  sin x  -\-  a^  sin  2  x  -\-  «3  sin  3  x  -\-  ••' 

IT 

cim  =  —  I   2/(of)  sin  a  sin  m  a  d  a. 

'    0 
Setzen  wir  nun 

TT 

hh  ^=  —  I  /(«) cos hadcc, 
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so  wird 

und  dadurch  geht  die  vorige  Entwicklung  über  in 

2f(x)  sinx  =  (&o  —  ^a)  sin  ^  -j-  (&i  —  l>z)  sin  2x-\-(h2  —  ^d  sin  Sx-\-- 
oder 

2f(x)  sinx  =  &o  sin x  -\-  h^  sin 2x  -{-  1)2  (sin 3x  —  sin x)  -{-  -•• 
•••  -\-  i>m (sin m  -\-  Ix  —  sin m  —  Ix)  -\-  ••• 
Entwickeln  wir  hier  sin  2x  =  2  sin  x  cos  x^ 


sin m  -\-  1  X  —  sin m  —  Ix  =  1  sin x cos m x, 
und  dividiren  auf  beiden  Seiten  durch  2  sin  x,  so  ergibt  sich 

(44)  f(x)  =  — 6o  +  bicosx  -f-  h2Cos2x  -j-  •••  +  hmCosmx  -{- 


=  i//W' 


;  COS  mada. 

0 

Bei  der  Reihe  (43)  fanden  wir,  dass  sie  für  die  äussersten 
Werthe  x  =  0  und  ^r  =  tc  die  Function  nicht  m^hr  ausdrückt. 
Denn  es  wird  dort  in  den  beiden  äussersten  Fällen  die  Summe  der 
Reihe  =  0,  während  die  Function  von  0  verschieden  sein  kann. 
Wir  haben  nun  hier  die  Reihe  (43)  zur  Entwicklung  einer  Function 
f(x)  .  sinx  angewandt,  die  für  x  =  0  und  x  =■  n  den  Werth  0 
annimmt,  wie  die  Reihe.  Hier  haben  wir  also  einen  besondern 
Fall,  in  welchem  die  Entwicklung  für  a;  =  0  und  x  =  n  noch  den 
Functionswerth  gibt.  Ob  aber  die  abgeleitete  Reihe  (44)  allgemein 
für  X  ==  0  und  x  ■=  n  noch  gültig  ist,  lässt  sich  mit  Sicherheit 
noch  nicht  beurtheilen.  Vorläufig  notiren  wir  also  als  Gültigkeits- 
intervall der  Reihe  (44) 

:7t  >>  ^  >>  0. 

Entwickeln  wir  auch  hier  z.  B.  die  Function  f  (x)  =  x,  so 
haben  wir 

/,           a  sin  m  a          P  sin  m  a   , 
a cos m a  da  = /   — ■  d a 
m            ,          m 


a  sm  m  a    ,    cos  m  a    , 

+  c, 


also 


TT 


m  m 


,              cos  m  TT  —   1 
a  cos m  ad  a  = 
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und  daher 


COS  m  7t  —  1 


Für  ein  gerades  m  ist  b, 


m  m 
0,  für  m  =  0  wird  aber 


TT 


-  7t  7t 

acta  =  -jr— , 


also 


2-&0 


7t  7t 


Daraus  ergibt  sich 


7t  4 

X  =  -^ {cos  X 

2  7t 


cosSx    1    cos  5  X 


3^        '        52 

Diese  Keihe   gilt  auch  für  die  beiden  äussersten  Werthe  x  ^=  0 
und  x'=  7t.     Denn  es  ist 

wie  man  leicht  findet,  wenn  man  die  in  §.  23  unter  III.  entwickelte 

7t^ 

Reihe  für  -3-  berücksichtigt. 

o 
Obgleich  dieselbe  Function  sowohl  nach  den  Sinus  als  nach 
den  Cosinus  der  Vielfachen  von  x  entwickelt  werden  kann,  so  fin- 
det doch  ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen  beiden  Darstellun- 

Fig.  9. 


Z- ■-. 

I 

"""^^     1 

1 

X 

gen  statt.  Die  eine  Reihe  wird  die  Eigenschaft  der  Sinus  haben, 
dass  sie  ins  Entgegengesetzte  übergeht,  wenn  x  mit  —  x  vertauscht 
wird,  d.  h.  auf  eine  Curve  angewandt,  dass  für  entgegengesetzt  gleiche 
Abscissen  auch  die  Ordinaten  entgegengesetzt  gleich  sind  (Fig.  9). 
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Hat  die  Ciirve  für  ä;  =  0  nicht  die  Ordinate  0,  so  besitzt  sie  an 
dieser  Stelle  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Ordinaten.  Es  findet 
dann  also  ein  Sprung  statt,  und  die  Reihe  gibt  für  ;2;  ==  0  den 
Mittelwerth  beider  Ordinaten,  nemlich  0.  Die  Reihe,  die  nach  den 
Cosinus  der  Vielfachen  von  x  fortschreitet,  stellt  dagegen  eine 
Curve  dar,  die  für  entgegengesetzt  gleiche  Abscissen  gleiche  Ordi- 
naten hat,  also  symmetrisch  zur  Ordinatenaxe  liegt.  Wir  haben 
z.  B.  gefunden: 


X  =  2(  sin  X  — 


sin  2x  ^.    sin  Sx  \ 

~2        '         3~  ""  +  ■■/ 

Dadurch  wird  (Fig.  10)  die  gerade  Linie  ÄOB  dargestellt,  welche 
den  ersten  und  dritten  Quadranten  halbirt,  und  die  Entwicklung 
gilt  für  7t  ^  X  ^  —  7C.  Dagegen  haben  wir  eben  die  Reihe  ab- 
geleitet 

7t 

~2 


+  X  ■=  — 


4  /           .    cos'ix    .    cos  5  X    1 
-[cosxA 3i— H ^i-  + 
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Diese  stellt  von  x  =  -[-  7t  \)h  x  =  —  ti   die  gebrochene  Linie 

AO  C  dar,  welche  den  ersten  und  zweiten  Quadranten  halbirt. 
Man  wird  also,  wenn  eine  Function  nicht  allein  zwischen  x  =  Q 

und  x=  7t^  sondern  zwischen  x  ■=  —  7t  und  x  =:  -\-  tc  dargestellt 

werden  soll,  zu  unterschei- 
den haben,  ob  sie  für 
entgegengesetzt  gleiche 
Werthe  von  x  entgegen- 
gesetzte oder  gleiche 
Werthe  annimmt.  Im 
ersten  Falle  kann  man 
sie  nach  Sinus,  im  andern 
nach  Cosinus  entwickeln. 
Es  kann  aber  noch  der 
dritte  Fall  eintreten,  dass 
die  Function  für  entge- 
gengesetztgleiche Werthe 
von  x  weder  gleiche  noch 

entgegengesetzte  Werthe  besitzt.     Dieser  dritte  Fall  bedarf  noch 

der  besondern  Untersuchung. 


§.  25.     Fourier's  Reihe. 
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§•  25. 
Fourier's  Reihe. 

Es  seien  die  Werthe  der  Function  q)  (x)  von  x  =  —  n  bis 
X  =  -j-  71  völlig  willkürlich  gegeben,  jedoch  so,  dass  Sprünge  nur 
an  einzelnen  Stellen  stattfinden,  und  dass  auf  jeden  Sprung  wieder 
ein  continuirlicher  Verlauf  folgt.  Dann  lässt  sich  <p  (x)  in  eine  Reihe 
entwickeln,  die  sowohl  die  Sinus  als  die  Cosinus  der  Vielfachen 
von  X  enthält.  Man  kann  nemlich  9  (x)  als  eine  Summe  von  zwei 
Functionen  darstellen,  von  denen  die  eine  unverändert  bleibt,  die 
andere  ins  Entgegengesetzte  übergeht,  wenn  x  mit  —  x  vertauscht 
wird.  Die  erste  Function  lässt  sich  dann  nach  Cosinus,  die  an- 
dere nach  Sinus  entwickeln,  und  die  Entwicklung  ist  gültig  für 
TT  >>  a;  >>  —  TT.  Die  in  Rede  stehende  Zerlegung  ist  folgende: 
^,^^  _  y  (a;)  4-  y  (—  x)        <p  (x)  —  y  (—  x) 

Geometrisch  ist  dies  leicht  zu  deuten.  Wir  haben  drei  Curven, 
die  von  x  =  —  tc  lois,  x  =  -\-  7t  verlaufen.  Die  Gleichungen  dieser 
Curven  sind 

y'  =  cp  (x)  -\-  (p(—  x) 

y"  =  fp(^)  —  'Pi—  ^) 

Die  erste  Curve  (Fig.  11)  hat  Reiche  Ordinaten  für  entgegen- 
gesetzte Werthe  von  x,  die  zweite  hat  entgegengesetzte  Ordinaten 
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für  entgegengesetzte  Werthe  von  x.  Die  Ordinaten  der  dritten 
Curve  sind  stets  das  arithmetische  Mittel  der  Ordinaten  der  ersten 
und  zweiten  Curve, 

Wir  entwickeln  nun 

y(^)-f-y(-^)  =  1  6,  -I-  l^cosx  +  \cos2x  +  ..., 


—  —    '       ^    — ' cos  m  adci. 

ö 


u 

0 

Ferner 
w(x)  —  (p(—  x)  .         1  .    „       I  .    _       , 

A 

■n 

2     r(p{d)  —  ^{—  a)     . 
7t  J  2 

0 

Folglich  erhalten  wir 

qp  (:c)  =  —  &o  H"  ^1  cosx  -[-  1)2  cos2x  -^  ■■•  -\-  h„i  cosmx  ^  ••• 
-|-  «1  sin X  -\-  «2  sin 2x -\-  •  •  •  -\-  am  sin mx  -\-  -■' 

Die  Ausdrücke  für  die  Coefficienten  können  wir  noch  verein- 
fachen.    Es  ist 


n 

-f 

7t  J 


2     r  cp  (a)  -\-  cp  (—  a) 


TT  TT 

=  —   l   (p  (a)  cos  m  cida  -\ /  (p  ( —  a)  cos  m  adcc. 

0  0 

In  dem  letzten  Integral  setzen  wir  —  a  statt  a,  so  wird 

TT  TT 

hm  =  —  j    (p  {ci)  cos  m  tt  d  a  -\ /  qp  (a)  cos  m  a  ( —  d  a) 

0  b 

TT  0 

=  —  /  (p  ((^)  COS m  a d cc  -\ /  cp  (a)  cos m  ad  a, 


0 

oder  kürzer 


h„i  =  —   I   q)  (a)  cos  m  a  d  ^ 
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Ebenso  wird 

TT 


II 


2 

0 


=  —   /   qo  («)  s/n  mada /qo  (—  «)  sw  mada 

0  0 

TT  TT 

=  —   /  (p(a)sinmadci /  (p{a)sin{ — ma)d{—K) 

b  b 

TT  0 

=  —    /   qp  («)  s?'w  w»  or  f?  w  -| (p  (a)  sin  mada 

0  —TT 

=  —    /   (p  (a)  sin m  ad  a. 

TT 

Also  ist  unsere  Reihe 

(45)        qp  (a?)  =  —h(i-\-hiCOsx-\'h2COs2x-\ (-  h^  cos  m  x-\ 

-\-  tti  sin  X -(- «2  s/ii 2 a; -j 1- a„j sm mx-\~--- 

bm  =  —  I  (p(a)cosmada, 

.TT 

TT 

am=  —   /  w  (ci)  sin  in ci d a , 
^  J 

TT 

:7r  >-  a;  >>  —  jr. 

Die  Reihen  (43)  und  (44)  sind  specielle  Fälle.  Denn  wenn 
q)  ( —  x)  =  cp  (x)  ist,  so  werden  die  Coefficienten  a  sämmtlich  =  0, 
und  man  erhält  die  nach  den  Cosinus  fortschreitende  Reihe.  Wenn 
dagegen  gj  ( —  x)  =  —  cp  (x),  so  werden  die  Coefficienten  b  sämmt- 
lich =  0,  und  man  erhält  die  Entwicklung  nach  Sinus. 

§.  26. 
Fourier's  Reihe.    Summirung,  der  2  n  -\-  1  ersten  Glieder. 

Das  Verfahren,  welches  wir  angewandt  haben,  beruht  auf  zwei 
uijmotivirten  Voraussetzungen,  nemlich: 
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1.  Wenn  die  Anzahl  der  Glieder  unendlich  geworden  ist,  so 
kann  man  nicht  ohne  weiteres  sagen,  dass  die  Reihe  noch 
convergire. 

2.  Selbst  wenn  die  unendliche  Reihe  convergirt,  so  ist  noch 
nicht  bewiesen,  dass  sie  wirklich  die  Function  darstellt. 
Auch  diese  Frage  bedarf  der  besondern  Untersuchung. 

Wir  abstrahiren  also  jetzt  von  allem  Früliern  und  suchen 
von  der  Reihe  (45)  die  Summe  der  (2n  -{-  1)  ersten  GrUeder  zu 
bestimmen,  also  die  Summe 

S^n  +  1  =  -^bo  -{-  hl  cosx  -\-  b2Cos2x  -\-  •'•-]-  bn COS nx 

-\-  «x  sma;  -|-  «2  sm  2  a?  -|-  •  •  •  -|-  ö^n  sm  n  x. 

Die  Glieder  dieser  Reihe,  abgesehen  vom  Anfangsgliede  —  &o,  nehmen 

wir  in  der  Anordnung,  dass  jedesmal  zwei  Glieder  zusammengefasst 
werden,  in  denen  dasselbe  Vielfache  von  x  vorkommt.  Setzen  wir 
dann  für  jeden  Coefficienten  a  und  b  seinen  Werth  ein,  so  kann 
die  Summe,  um  die  es  sich  handelt,  folgendermaassen  geschrieben 
werden : 

1    r    /  \7     -7r-l-cosw.cosa;-|-cos2a.cos2rrH V-cosna.cosnx\ 

—  I  (p[Dc)aci<  2    '  '  [ 

^'±„  [     -]-sinK.sinx-\-sin2a.sm2x~\ \-sinna.cosnx) 

TT 

=  —  I  (p{a)do(,i---\-cos{a  —  x)-{-cos2{a  —  x)-\ |-cösw(a — x)\' 

TT 

Die  Reihe  in  der  Klammer  lässt  sich  summiren  mit  Hülfe  der 
in  §.  22  behandelten  Summe  s.     Nimmt  man  dort  n  statt  n  —  1 

und  addirt  — ,  so  ergibt  sich 

sin^{2n-\-l)e 

-^  -\-  cos 0  -{-  cos 2  ß  -[-  "•  -\-  cosnd  = '■ r 

2  sin  —  ß 

Man  hat  also  nur  ^  =  a  —  a;  zu  setzen  und  erhält 

a  —  X 


si7i(2n  -\-  1) 


'^-^^  =  ^/  ^  ^""^  7.     a-x ^'^ 


2 
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Um  zu  entsclieiden ,  ob  die  unendliche  Reihe  convergirt  oder 
nicht,  haben  "wir  in  dem  gefundenen  Ausdrucke  für  Szn  + 1  die  Zahl 
n  =  CO  zu  setzen.  Dieser  Ausdruck  ist  ein  bestimmtes  Integral, 
dem  man  nicht  ohne  weiteres  ansieht,  welchem  Grenzwerthe  es 
sich  nähert,  wenn  n  ins  Unendliche  wächst.  Die  Untersuchung 
wird  sich  aber  dadurch  erleichtern  lassen,  dass  wir  vorher  ein  In- 
tegral von  einfacherer  Form  betrachten. 


§.  27. 

TT 

Das  Integral  /  — ^ — ~ — ^^  dß. 

0 

Wir  gehen  aus  von  der  Reihe 

-^  +  cos  2  /3  +  cos  4  ^  H ^  cos2nß, 

deren  Summe  wir  leicht  finden  können.    Man  hat  nur  in  der  mit  s 
bezeichneten  Reihe  in  §.  22  n  statt  n  —  1  zu  nehmen  und  6  =  2  ß 
zu  setzen.     Dann  ergibt  sich  die  hier  gesuchte  Summe 
_  sin  (2n  -\-  l)ß 
2  sin  ß 
Wir  multipliciren  mit  cl  ß  und  integriren  zwischen  den  Grenzen  0 

und  — ,  also 

TT  TT  ir  TT 

f'^^^^~^^dß=f^^ 

0  0  0  0 

Das  erste  Integral  rechts  hat  den  Werth  —  7t .     Die  übrigen  sind 
von  der  Form 

TT 

cos2]cßdß. 

0 

Es  ergibt  sich  aber  das  unbestimmte  Integral 


f 


CM  a  j  a        sin  2Jcß    1 
cos2Tißdß  ■=■  —  -j-  c 


und  folglich 
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fcos2hßdß  =  0. 

0 

Wir  gelangen  also  zu  dem  Resultate,  dass 

TT 

0 

ist,  unabhängig  von  dem  Werthe  von  n.     Die  Function  unter  dem 

Integralzeichen  ändert  zwischen  den  Grenzen  0  und  —  der  Varia- 

blen  wiederholt  ihr  Vorzeichen,  und  zwar  nur  dadurch,  dass  der 
Zähler  aus  dem  Positiven  ins  Negative  und  aus  dem  Negativen  ins 
Positive  übergeht.    Der  Nenner  bleibt  positiv.    Setzen  wir  zur  Ab- 

TT 

kürzung  2  w  -|-  1  =  /^  und  zerlegen  das  Intervall  von  0  bis  —  in 
die  folgenden: 


von  0 

bis 

h' 

71 

27t 

"  Ti 

V 

h  ' 

2% 

37t 

"   h 

71 

h' 

V  —  \n 

V7t 

"        h 

n 

h' 

nn 

7t 

"     /^ 

11 

2 

sin(2n^l)ß  .^ 

r\  pvli  c 

sin  ß 
valle  abwechselnd  positives  und  negatives  Vorzeichen.     Die  Inter- 

7t 

valle  sind  von  gleicher  Grösse,  nemlich  -y-,  mit  Ausnahme  des  letz- 
ten, welches  nur  halb  so  gross  ist.  Wir  zerlegen  nun  das  betrach- 
tete Integral  in  eine  Summe  von  einzelnen  Integralen,  deren 
Grenzen  wir  so  wählen,    dass  innerhalb  derselben  die  Function 

: — 3 — —  ihr  Zeichen  nicht  ändert.     Dann  haben  wir 

sin  ß 
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2       J      s^nß     "^   '  J      sinß      ^    '  '  ,/      stnß      '^  ~ 


V  —  lir 
h 


IT 


'7     stnß  ',/     s?nß      ^ 


wir 


Die  auf  einander  folgenden  Integrale  haben  abwechselnd 
positives  und  negatives  Zeichen,  und  zwar  positives  oder  negatives, 
je  nachdem  die   untere  Grenze  ein  gerades  oder  ein  ungerades 


Vielfaches  von  —  ist.     Setzen  wir  also 


vir 
IT 

sin  h  ß 


y      , .      ,   r  sin  h  ß   ,  „ 


für  jedes  ganze  v  von  i;  =  1  bis  v  =  w,  und 


2 


Wir 
~h 


SO  sind  die  sämmtlichen  Grössen  q  positiv,  und  wir  haben  die 
Gleichung 

2"  =  Po  —  9i  +  9-2  •••  +  (—  iy-^Qv-1  H — 

•••  +  (-  ir-^p«-!  +  (-  i)"p«.  ' 

Der  Werth  des  Integrals  q^—i  lässt  sich  nach  §.  6  zwischen 
zwei  Grenzen  einschliessen.  Wir  sehen  die  Function  unter  dem 
Integral  als  Product  an 

sinhß  '  —. — 3' 
Sinß 

Der  erste  Factor  sin  h  ß  ändert  innerhalb  der  Integrationsgrenzen 
sein  Vorzeichen  nicht,  der  andere  Factor  hat  innerhalb  derselben 
Grenzen 

Ei e mann.    Partielle  Differentialgleicliungen.  5 
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1 


den  grössten  Werth 


und  den  kleinsten  Werth 


.      (v  —   1)7C 

■stn = — ^— 

h 

1 


II 


Also  ergibt  sich  durch  Anwendung  des   §.  6    die    doppelte  Un- 
gleichung 

'"''- — h — J  '''n  J 

h  h 

Nun  ist  aber  das  unbestimmte  Integral 

r  ■    1  ü  1  ß        —  coshß 
I  sm h ßdß  = j^ — '-  -\-  c, 

und  folglich 

VIT 

IT 
(—  ly-'   fsinhßdß  =j. 

(^  — l)ir 
h 

Dadurch  erhalten  wir 

>  Qv-i  > 


-       .       (V   l)7t  ^  -,       .      VTt 

h  Sin ^ — - —  11  sin  ^— 

h  h 

Hierin  sind  für  v  der  Reihe  nach  alle  ganzen  Zahlen  von  v  =  1 
his  V  =  n  zu  nehmen.  Für  das  letzte  Integral  (>„  erhalten  wir 
die  doppelte  Ungleichung 

TT  n 

~2  "2" 

^~~7*^     /^  sin hßdß^Q„:>  tliJ"     f^  sin  hßdß 


sm  -r-    I  sin 

h 


-—     /     Sit 


n-rt  n  TT 


oder  wenn  man  die  Integrationen  ausführt 

1         ,  _      1 


>    Qn    > 


hsm  -T- 
h 
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Um  so  mehr  ist  also 


>   Qn  > 


1 


,     .    nTt  h 

h  stn  -=- 
h 

Aus  den  Ungleichungen  für  die  Grössen  q  ersieht  man,  dass 
für  jedes  ganze  v  von  v  =:  1  his  v  =  n 

h  sin  -^- 
h 

d.  h. 

sein  muss.     Brechen  wir  also  die  Reihe 

9o  —  Qi-^  Q-2 h  (—  1)"~'  Qn-i  4-  (—  !)'*(>« 

bei  einem  positiven  Gliede  Qo^j,  ab,  so  wird  die  Summe  der  ver- 
nachlässigten Glieder 

negativ.     Brechen  wir  dagegen  bei  einem  negativen  Gliede  g-n^—i 
ab,  so  wird  die  Summe  der  vernachlässigten  Glieder 

+    (.Q-2ß    —    92^c  +  l    H •••) 

positiv.    Im  ersten  Falle  erhält  man  also  mehr,  im  zweiten  weniger 
als  den  Werth  der  vollständigen  Reihe.      D.  h.  es  ist  für  2  (tt  <;  n: 


71 


TT  <   ^0   9l    +    P2    •••    -|-   9lv.-'2    —    ?2ia-l    +    9' 


2V- 


tegral 


2 

2"   >    Pn    —    9l    +    (>2    •••     -^    92/X-2    —    (»-'M-l- 


§.  28. 
Das  integral  }m  ""(^^»  +  ^>^  ä  ß. 

0 

Nach  dieser  Vorbereitung  nehmen  wir  das  complicirtere  In- 

sin  7i  ß 


^=fm'-^ä,, 


5* 
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worin  wieder  h  =  2n  -\-  l  sein  soll.  Für  die  Function /(/i)  setzen 
wir  fest,  dass  sie  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  stetig  und 
positiv  sei  und  dass  sie  für  wachsende  ß  nicht  zunehme.     Unter  b 

7t  7t 

verstehen  wir  eine  positive  Grösse,  die  kleiner  ist  als  —  oder  =  -^• 

Um  die  Function  Tzu  untersuchen,  zerlegen  wir  zunächst  wieder 
in  eine  Summe  von  einzelnen  Integralen,  für  welche  die  Grenzen 
der  Reihe  nach 

0       und  -r- 
h 

71  27t 

h  "     T 

27t  3jr 


m7t 

T 


.    h 


sind.     Dabei  wird  vorausgesetzt,  dass  ^^ — ^ — —  ^  &  >>  -r-  sei. 
Zur  Abkürzung  schreiben  wir 

V  TT 

IT 

iv  —  l)ir 
Ti 

und  zwar  für  jedes  ganze  v  von  r  =  1  bis  v  =  m,  und  ferner 

6 

sin  h  ß 


y  -.s  r   r.ns.    Stn  hß      T    -, 


mn- 


Dann  sind  die  sämmtlichen  Grössen  r  positiv,  und  es  wird 

r  =  ro  —  fi  +  ^2 .  • .  -f  (—  i)™-i  n»-i  +  (-  i)'«n.. 

Das  Integral  r„_i  können  wir  nach  §.  6  wieder  zwischen  zwei 
Grenzen  einschliessen,  indem  wir  die  Function  unter  dem  Integral- 
zeichen als  ein  Product  von  zwei  Factoren  ansehen.      Der  eine 

Factor  — -. — -jr-  ändert  zwischen  den  Integrationsgrenzen  sein  Vor- 
stn  ß  o  o 

zeichen  nicht.     Der  andere  /  (ß)  nimmt  für  wachsende  ß  nicht  zu. 

(v  —  1  )  JT  V  7t 

Er  ist  also  von  ß  =  ^^ = — <—  bis  /3  =  ^-  entweder  constant,  oder 

h  h 
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er  hat  an  der  untern  Grenze  den  grössten,  an  der  obern  Grenze 
den  kleinsten  Werth.    Hieraus  ergibt  sich 


Dies  gilt  für  alle  ganzen  Werthe  der  Grösse  v,  von  v  =  1  bis 
V  =  m.    Es  gilt  auch  noch  für  v  =  m  -\-  1,  wenn  h  =  - — ^ — — 

ist.    Ist  aber  ^^ — ^y — —  >>  &  !>  ^— ,  so  ergibt  sich  die  Beziehung 

m  TS 

IT 
Hier  haben  wir  zu  unterscheiden,  ob  ö  =  —  :r  oder  oh  b  <^—Jt 

ist.    Für  h  =  —7t  haben  wir  ni  =  n  und 

b 

m  TT 

Für  b  <^  —7t  ist  dagegen 

A 

h 

sin  h  ß 


,      ,  ^       r  sm  hß   -,  a 


m  TT 

IT 
Jedenfalls  haben  wir  also 


j,/l)l7t\ 

'^\  h) 


Beachten  wir  nun  die  Ungleichungen,  denen  die  Grössen  r  und  die 
Grössen  q  Genüge  leisten,  so  ergibt  sich 


d.  h.     • 

und  dieses  gilt  für  jedes  v  von  i»  =  1  bis  i'  =  dl     Brechen  wir 
also  die  Reihe 

n  -  n  +  r2  — h  (—  ir-'rm-i  +  (-  i)'"n« 

bei  einem  Gliede  r2^  ab,  so  ist  die  Summe  der  vernachlässigten 
Glieder 
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—  (r2^  +  i  -  /•2M  +  2  H h  (-  ^)"'-'r,,) 

negativ.  Brechen  wir  dagegen  bei  einem  Ghede  r2^—i  ab,  so  ist 
die  Summe  der  vernachlässigten  Glieder  positiv.  Im  ersten  Falle 
erhält  man  also  mehr,  im  zweiten  weniger  als  den  Werth  der 
vollständigen  Reihe,  d.  h.  es  ist  für  2^  <;  m: 

T  <:  To  —  Ti  -^  r.^  ■  ■  •  -}-  r.^_2  —  ro^_i  +  n^, 
^>  ni  —  n  +  »"-i  •••  +  '>'-2,Ji-2  —  '^'o^-i- 
Die  zweite  Ungleichung  wird  noch  verstärkt,  indem  man  rechts 
statt  jedes  positiven  Gliedes  etwas  zu  Kleines,  statt  jedes  nega- 
tiven Gliedes  etwas  zu  Grosses  setzt.    D.  li. 

T>.»/(f)-../(f)  +  ../(^) -.,/(¥ 


•••  +  ?..-./( ^ )  -  92.-rf[ 1 ) 

oder  kürzer 

]r  (q2^-2  —  Q2^-i)fy j^ y 

Die  Reihe  rechts  besteht  jetzt  aus  lauter  positiven  Gliedern.  Die 
Ungleichung  wird  daher  noch  verstärkt,  wenn  man  statt  der 
Factoren 

.       ^    /(f)'/(x)'-/(^^^) 

überall  /  (  ~ —  j  nimmt.     Also  ergibt  sich 

^>/(-|^j(?o   —   Ql  ^  Q-2 h  ('S^c-o  —   Q2^-l)- 

Durch  analoge  Veränderungen  erhält  man  aus  der  ersten  Un- 
gleichung, der  T  Genüge  leistet: 

T  <  9of{0)  —  fy^ji^i  —  Q2  +  Qa  •■■  —  92  j. 

Am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  haben  wir  aber  gefun- 
den, dass 

Q(}  —  Qi  -\-  Qi  •••  —  Q2^-i  +  P2,a  >  -2" 
ist,  also 

Qo  —  Qi  -\-  Q2  •  •  •  —  ?2^c-i  ■>  '2   ~  ^-1^' 
Ferner  ist  dort  bewiesen,  dass 
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I  ^  ^ 

folglicli 

Pl    —    92    +    ?3    •••   +    92f.-l    —    ?2ja   >    ?0    —    P2^c    —     2- 

ist.    Benutzt  man  dies,  so  lassen  sich  die  beiden  letzten  Unglei- 
chungen für  T  noch  wieder  verstärken,  nemlich  für  2  ^  <;  m : 

r<..{/ro)-/(^)}4-(f  +  ..)/(^> 

Die  Untersuchung  des  vorigen  Paragraphen  war  davon  unab- 
hängig, welchen  Werth  man  der  Grösse  n  beilegen  will.  Ebenso 
ist  bei  der  bisherigen  Discussion  des  Integrals  T  über  die  ungerade 
Zahl  /*  =  2  j?-  -|-  1  keinerlei  besondere  Voraussetzung  gemacht.  AVir 
können  also  n  und  zugleich  damit  ^  ins  Unendliche  wachsen  lassen. 
Dann  wird  auch  m  ins  Unendliche  zunehmen.     Denn  es  sollte  die 

endliche  Grösse  —  an  die  Bedingung  geknüpft  sein 

nh  \  \         h         m 

ll  ""^    7C  h 

Die  beiden  letzten  Ungleichungen  für  T  bleiben  dann  be- 
stehen, wenn  nur 

m 
genommen  wird.     Um  dieser  Bedingung  zu  genügen,  lassen  wir 
^  und  h  beide  ins  Unendliche  zunehmen,  jedoch  so,  dass 

Jim  -f  =  0. 
h 

Es  fragt  sich,  was  dann  aus  den  beiden  Ungleichungen  für  T  wird. 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  haben  wir  q^^  zu  betrachten.   Nach 

dem  vorigen  Paragraphen  ist 

2 

-,       .      Z  llTt 

li  Sin  — T — 
h 

Dafür  lässt  sich  schreiben 


Q2,x   < 


.      2  U7t       ILTt 

Sin  -4= — 
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Wachsen  nun  fi  und  h  beide  ins  Unendhche,  jedoch  so,  dass 

4-  fortwährend  der  Grenze  0  sich  annähert,  so  wird 
h 


....   \    h    ) 


hm  ;r— ^  =:    1. 

.      2ll7t 

sm—^ — 

Der  andere  Factor  —  hat  aber  den  Grenzwerth  0,  und  folglich  wird 

Um  päpi  =  0. 
In  der  ersten  Ungleichung  für  T  nähert  sich  also  bei  wach- 
sendem n  die  rechte  Seite  dem  Grenzwerthe 

|/(0). 

In  der  zweiten  Ungleichung  ist  zuerst  qo  zu  betrachten.    Wir 
haben  im  vorigen  Paragraphen  bewiesen,  dass 


ist,  und  ferner 


Danach  wird  also 


2 

Ql    <  -. 

,     .     Jt 

h  sm  -r 
11 


7t  2      \h 

Po   <  77  -f-  — 


2  7t        .      7t 

sm  -T- 


Lässt  man  h  ins  Unendliche  zunehmen,  so  ergibt  sich 


(f) 


und  daher 


hm =  1, 

.       7t 

sm-j- 
li 


71  2 

hm  Po  <  "ö  +  -, 


2       '       71 

d.  h.  es  bleibt  po  kleiner  als  eine  endliche  Grösse.    Die  Differenz 
/(O)  — f\     1     ]  gßlit  aber  in  Null  über  und  folglich  wird  auch 


das  Product 


^«l/(0)-/(^)} 
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der  Grenze  0  sich  unendhch  annähern ,  wenn  wir  ^  und  li  so  ins 

Unendhche  wachsen  lassen,  dass  lim  -^  =  0  ist.      Wir  erhalten 

h 

demnach  für  die  rechte  Seite  der  zweiten  Ungleichung  bei  wach- 
sendem n  den  Grenzwerth 

Die  beiden  Grenzen,  zwischen  denen  T  liegt,  nähern  sich  also 

7t 

derselben  Grösse  -jr/(0),   wenn  mau  n  ins  Unendliche  wachsen 
lässt.     Folglich  muss  der  Werth,  welchen  T  für  ii  =  oo  annimmt, 

7C 

eben  diese  Grösse  -^/(O)  sein,  d.  h. 

(46)         m  T=  lünffiß)  ^'"^^+  '^^  dO  =  |/(0) 

0 

für  limn  =  oo. 


§.  29. 

Fortsetzung.    Aufhebung  der  beschränkenden 
Voraussetzungen. 

Wir  wollen  jetzt  versuchen,  den  Satz  des  vorigen  Paragraphen 
von  den  einzelnen  beschränkenden  Voraussetzungen  zu  befreien, 
die  in  Betreff  der  Function  /  (/3)  gemacht  sind.  Wenn  die  Function 
für  wachsende  ß  noch  immer  nicht  zunehmen  soll ,  aber  negative 
Werthe  annehmen  kann,  so  braucht  man  nur  eine  positive  Con- 
stante  c  hinzuzufügen,  um  eine  Function  c  -\-f(ß)  zu  erlangen,  die 
positiv  bleibt  und  für  wachsende  ß  nicht  zunimmt.  Auf  diese' 
passt  also  der  vorige  Satz,  es  ist 

0 

Ebenso  haben  wir  aber 

6 


hm  /   c  — : — ^  aß  =  —  c, 

J        smß  2 
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denn  die  Constante  c  ist  eine  Function,  die  alle  Voraussetzungen 
des  vorigen  Paragraphen  erfüllt.  Durch  Subtraction  ergibt  sich 
dann 

h 

sinhß   ,  „        7t 


/■^(«il^''^  =  f-^(°)- 


lim 

0 

Nehmen  wir  nun  zweitens  eine  Function  /  (/3),  die  für  wach- 
sende ß  nicht  abnimmt,  so  gilt  der  Satz  für  die  Function  —  f(ß'), 
d.  h.  es  ist 

0 

folglich  auch 

ö 

Der  Satz  gilt  jetzt  also  für  eine  Function /(/3_),  die  innerhalb 
der  Integrationsgrenzen  stetig  verläuft  und  keine  Maxima  oder 
Minima  besitzt. 

Wir  untersuchen  nun  das  Integral,  in  welchem  als  untere 
Grenze  eine  positive  Constante  c  genommen  wird,  so  dass 

Dann  kommt  es  nur  auf  den  Verlauf  der  Function  /  (ß)  für 
Werthe  von  ß  zwischen  c  und  b  an,  und  dieser  Verlauf  wird  durch 
eine  bestimmte  Curve  repräsentirt ,  die  zwischen  c  und  h  keine 
Sprünge  und  keine  Maxima  und  Minima  besitzen  soll.  Wie  wir 
diese  Curve  ausserhalb  des  Intervalles,  also  etwa  rückwärts  von 
c  bis  0  fortsetzen  wollen,  ist  gänzlich  der  Willkür  überlassen.  Wir 
wählen  daher  zu  dieser  Fortsetzung  eine  Parallele  zur  Abscissen- 
axe  im  Abstände  /  (c).  Dann  passt  auf  die  so  erweiterte  Function 
zwischen  den  Grenzen  0  und  h  die  Voraussetzung  unseres  Satzes, 
und  wir  haben 

0 

Dafür  lässt  sich  schreiben 

r^^r.ff,ß)  ^  äß  +  n^fm  i^  äß  =  |/(o, 
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Das  erste  dieser  beiden  Integrale  hat  aber  auch  den  Werth 


7t 

—  f  (0),  und  folglich  ist 


c 

Dieser  Satz  gilt  auch  noch,  wenn  innerhalb  der  Grenzen  c 
und  b  die  Function  eine  endliche  Anzahl  Maxima  und  Minima  hat, 
oder  wenn  sie,  ohne  unendlich  zu  werden,  an  einer  endlichen  An- 
zahl von  Stellen  einen  Sprung  macht.  Denn  es  seien,  nach  der 
Grösse  geordnet,  |i,l2?  •••!?£  clie  Abscissen  für  diejenigen  Stellen 
der  Curve,  an  welchen  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  oder  ein 
Sprung  stattfindet.  Dann  kann  man  das  Integral,  das  von  c  bis  h 
erstreckt  werden  soll,  in  eine  Summe  von  einzelnen  Integralen 
zerlegen,  für  welche  der  Reihe  nach 

c  und  ^1  —  0, 

^1       -f  0    „     S-.  -  0, 

^■1      +  0    „     I3  —  0, 


,^._i4-o  „   1,.  -  0, 


die  Grenzen  sind.  Mit  |  —  0  und  resp.  |  -|-  0  sind  hier  der  Kürze 
wegen  die  Grenzwerthe  bezeichnet,  denen  sich  die  Grössen  ^  —  s 
und  resp.  |  -|-  £  für  ein  unendlich  abnehmendes  positives  e  an- 
nähern. Bei  jedem  dieser  einzelnen  Integrale  trifft  dann  die  Vor- 
aussetzung unseres  Satzes  zu,  jedes  derselben  hat  also  den  Werth  0, 
und  da  ihre  Anzahl  endlich  ist,  so  ist  auch  ihre  Summe,  d.  h.  das 
von  c  bis  h  erstreckte  Integral,  =  0. 

Endlich  ist  noch  der  Fall  zu  berücksichtigen,  dass  für  einen 
Werth  Ci  der  Variabein,  der  zwischen  c  und  h  liegt,  der  Functions- 
werth/(Ci)  =  00  wird,  während  er  für  beliebig  nahe  an  c^  ge- 
legene Werthe  von  ß  endlich  bleibt.  Dann  hat  man  zu  unter- 
suchen, ob  das  Integral 


f(ß)dß  =  F(ß)    mrcy^ß^c 

und  das  Integral 
ß 

ff(ß)äß  =  F,(ß)  mvh^ß^c, 
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einen  bestimmten  endlichen  Werth  besitzt,  der  für  ß  =  Ci  zu  Null 
wird.    Ist  dies  der  Fall,  so  bleibt  der  Satz  gültig.    Denn  es  ist 

B  Ci  —  5  Ci 

c  c  Ci — S 

Ci  Ci  +  e 

Auf  das  erste  und  letzte  Integral  der  rechten  Seite  ist  der  Satz 
ohne  weiteres  anwendbar,  selbst  wenn  man  die  positiven  Grössen 
d  und  £  unendlich  nahe  an  0  bringt.  Was  das  zweite  Integral  auf 
der  rechten  Seite  betrifft,  so  ist  zu  beachten,  dass  Ci  —  d  und  Cx 

7t 

beide  zwischen  0  und  —  liegen.  Für  Werthe  von  /3,  die  zwischen 
den  Grenzen  Ci  —  ö  und  Ci  gewählt  werden,  ist  also  der  Quotient 

sinliß 
sinß 

durchaus  endlich  und  stetig.  Sein  grösster  Werth  sei  M,  sein 
kleinster  m.  Wir  können  Ci  —  d  und  c^  so  nahe  an  einander 
nehmen,  dass  zwischen  ihnen /(/3)  keine  Zeichenänderung  erleidet. 
Folglich  ist  nach  §.  6  der  Werth  des  Integrals 


fm 


sin hß  T  o 
aß 


sin  ß 

Cl  —  Ö 

zwischen  den  Grenzwerthen 

Mjf{ß)dß     und     mj  f{ß)dß 

Cy 5  C'l  —  6 

enthalten,  d.  h.  zwischen 

M .  F(c,  —  d)    und     m  .  F(c,  —  ö). 

Lassen  wir  nun  8  unendlich  abnehmen  und  beachten,  dass  nach 
der  Voraussetzung 

limF(t\  —  d)  =  0 
ist,  so  sehen  wir,  dass  auch 


lim  f'f(ßf-^dß  =  0. 

J  -^      -^  sinß 

Ci—S 
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Durch  ganz  dieselben  Schlüsse  findet  sich  aber 


^^-/m'-^äß^o, 


Cl 


und  folglich  ist  auch  in  diesem  Falle 


J  Sinp 


ß 


Dieselbe  Betrachtung  wiederholt  sich,  wenn  eine  Unstetigkeit 
der  eben  beschriebenen  Art  an  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen 
vorhanden  ist. 

Der  Satz  (47)  gilt  jetzt  also  unter  den  folgenden  Bedingungen: 

Es  ist  0  <i  c  <^  b  ^  —•  Zwischen  den  Grenzen  c  und  b  darf 

die  Function  nur  an  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen  Maxima 
und  Minima  haben  oder  endliche  Sprünge  erleiden.  Wird  sie 
innerhalb  der  Grenzen  an  einzelneu  Stellen  unendlich,  so  darf  dies 
nur  in  der  Weise  geschehen,  dass  das  Integral 

einen  bestimmten  endlichen  Werth  besitzt,  wenn  es  von  der  Un- 
stetigkeitsstelle  aus  einerseits  bis  zu  voraufgehenden,  andererseits 
bis  zu  nachfolgenden  Werthen  von  ß  erstreckt  wird. 

Genügt  die  Function  f(ß)  denselben  Bedingungen  zwischen 
den  Grenzen  0  und  ö,  so  gilt  der  Satz  (46).  Denn  wir  nehmen 
dann  c  kleiner  als  die  Abscisse  der  zunächst  bei  0  gelegenen  Stelle, 
in  welcher  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  oder  eine  Unstetig- 
keit stattfindet.  Zerlegen  wir  nun  das  Integral,  das  von  0  bis  b 
erstreckt  werden  soll,  in  eins  von  0  bis  c  und  ein  zweites  von  c 
bis  b,  so  gilt  von  dem  ersten  der  Satz  (46)  und  von  dem  zweiten 
der  Satz  (47).  Und  daher  ist  auch  in  diesem  Falle 
h 

0 

Wenn  die'  Function  auch  auf  das  Gebiet  der  negativen  Ab- 
scissen  ausgedehnt  ist,  so  kann  es  sein,  dass  gerade  für  ß  =  0  ein 
Sprung  stattfindet.  Wir  haben  dann  zu  unterscheiden /(-f- 0)  und 
/( —  0),  d.  h.  die  erste  Ordinate  auf  der  positiven  Seite  und  die 
erste  Ordinate  auf  der  negativen  Seite.  In  der  Gleichung  (46)  ist 
zu  nehmen  /  (-]-  0). 
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§.30. 
Summirung'  von  Fourier's  Reihe. 

Jetzt  können  wir  die  Untersuchung  des  §.26  wieder  aufnehmen 
und  auf  das  Integral 


TT 

'San  +  i  =  2^    /  (p  («) 


sin  (2  n  -j-  1)  — ^ — 


.    a  —  X 

sin  — - — 


da 


unsere  Betrachtung  anwenden.  Die  Function  (p  {a)  soll  von 
a  =  —  11  -\-  0  bis  a  =  7C  —  0  einwerthig  und  stetig  variabel 
sein,  mit  Ausnahme  höchstens  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen, 
an  welchen  sie  von  einem  bestimmten  endlichen  Werthe  auf  einen 
andern  bestimmten  endlichen  Werth  ijberspringt.  Von  einer 
solchen  Stelle  bis  zur  nächsten  soll  die  Differenz  der  zugehörigen 
Werthe  von  a  immer  endlich  sein.  Auch  soll  die  Function  cp  (a) 
auf  dem  genannten  Gebiete  höchstens  eine  endliche  Anzahl  ge- 
trennt liegender  Maxima  und  Minima  besitzen.  Schreiben  wir 
a  —  a;  =  2  /3,  so  ergibt  sich  nach  der  gehörigen  Aenderung 

TT X 

TT  +  X 

In  diesem  Integral  ist  die  untere  Grenze  nie  positiv  und  die 
obere  Grenze  nie  negativ,  weil  x  zwischen  —  7t  und  -|-  jr  liegt. 
Dies  Integral  theilen  wir  in  zwei  andere  bei  der  Grenze  0,  also 


0 

1     r     /      I    n  /3A  sinhß  ,  ^ 


—      /      Cp(X    -^    2ß)    —.—  r,-    ((  ß- 

Tc.  ,]    ^         '  ■^    Sin  ß 


Untersuchen  wir  zuerst  das  zweite  Integral  v,  so  zeigt  sich, 
dass  die  obere  Grenze  höchstens  tt  werden  kann,  wenn  nemlich 
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X  ■=  —  TT  wird.  Die  obere  Grenze  kann  nicht  weniger  als  0  wer- 
den, sie  wird  =  0,  wenn  x  ^  ^  %  ist.  Dann  fallen  aber  die 
Grenzen  zusammen,  also  ist 

v  =  0     für  X  =^  lt. 

Nun  sei  zweitens  —  ^  — ^ —  >>  0.     Dann  können  wir  auf 
das  Integral  v  den  Satz  (46)  anwenden  und  erhalten 

lim  V  =^  —  (f  {x  -\-  ^)     für     jt  >>  a;  >  0. 

Li 

Es  sei  drittens  %  >>  — - —  >>  —  •     Dann    zerlegen    wir    das 
Integral  v  in 

TT  TT X 

"2  ~1 

-J  ^fx  +  2  ,3)  -j-^    dß  +  -y  ,p(..  +  2(3)  -_^  ^,3. 

0  TT 

Für  das  erste  Integral  ist  wieder  der  Satz  (46)  anwendbar: 

es  nähert  sich  für  wachsende  h  der  Grenze  —  cp  {x  -{-  0).     Der 

zweite  Theil  kann  leicht  umgeformt  werden.  Setzen  wir  ß  =  7C  —  y, 
so  geht  er  über  in 

rr+x 
2 

/   CD  (x  A-  2  7t  —  2y)  — , — -  cly, 

7t  J    ^  ^      '  siny 


2 


und  wenn  wir  statt  y  wieder  ß  schreiben,  so  wird  daraus 

TT 

TT  J    ^  ■      '  -^    smp 

TT  ■\-   X 

"~2 

Hier  ist  x  negativ  und  daher  die  untere  Grenze  kleiner  als  —  tt, 

aber  doch  grösser  als  0,  da  ^  >>  —  7t  vorausgesetzt  ist.  Also  gilt 
hier  der  Satz  (47):  der  Grenzwerth  des  Integrals  für  wachsende 
h  ist  =  0.     Das  Resultat  in  dem  dritten  Falle  ist  demnach 

lim  V  =  —  (p  {x  -{-  Qi)     für    0  >>  a?  >  —  7t. 

Ist  endlich  x=  —  tt,  so  zerlegen  wir  auch  wieder  wie  vorher. 
Der  erste  Theil  ist  unverändert,  er  nähert  sich  also  der  Grenze 
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1  1 

—  cp  (x  -\-  0)  =  -^  cp  ( —  7t  -j-  0),  wenn  h  ins  UnendHche  zunimmt. 

Der  zweite  Theil  wird  jetzt 

TT 
T 

0 

auf  ihn  ist  der  Satz  (46)  anwendbar,  er  nähert  sich  also  für  wach- 
sende 7^  der  Grenze  —  (p{x-\-2'jt  —  0)=^—  (p{n  —  0),  und  wir 
haben 

lim  V  =  -^  q}(7t  —  0)-|-— -^  ( —  7t  -\-  0)     für  x  ■=  —  7t. 
In  dem  Integral «  vertauschen  wir  zunächst  j3  mit  —  /3,  wodurch 

TT  +  ä; 


7t  J    ^^  "^^   sm  ß      ^ 


wird.    Dann  wiederholt  sich  dieselbe  Discussion  wie  bei  v  und  es 
ergibt  sich 

1  1 

Iwi  u  z=z  —  rp  (Tt  —  0)  -|-  17  9^  ( —  ^  "l~  0)     für  x  ^  7t 

lim  ti  =z  —  (p(x  —  0)  für  tt  >»  ^  >•  —  Tt 

lim  u  ^  0  für  x  =  —  7t. 

Vereinigen  wir  also  die  beiden  Bestandtheile,  so  erhalten  wir 

Um  82« +1  =  lim  (u  -\-  v)  =  —  >,  cp  (x  -^  0)  -\-  <p  (x  —  0)[ 

(48)  für  ;r  >>  ,«  >>  —  7t 

lim  82,, +  1  =  h'm  (u  -^v)  =  —>  (p  (—  tt  -^  0)  ^  cp  (7t  —  0)1 

für  X  =  -j^^- 
Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  unendliche  Reihe  (45)  stets  con- 
vergirt,  Sie  hat  eine  bestimmte  endliche  Summe,  die  für  irgend 
ein  X  zwischen  7t  und  —  7t  gleich  dem  Werthe  der  Function  cp  (x) 
ist,  wenn  an  dieser  Stelle  kein  Sprung  stattfindet.  Für  eine  Unter- 
brechung der  Stetigkeit  gibt  die  Summe  der  Reihe  das  arithmeti- 
sche Mittel  der  beiden  von  einander  verschiedenen  Functionswerthe 
g)  (;r  —  0)  und  cp(x  -\-  0),  und  an  den  Grenzen  a;  =  +  jr  ist  die 
Summe  weder  =  q)(-\-  7t)  noch  =  qp  ( —  tt),  wenn  diese  von  ein- 
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11 


ander  verschieden  sind,  sondern  gleich  der  halben  Summe  dieser 
äussersten  Functionswerthe  *). 

In  dieser  allgemeinen  Reihe  sind  die  besonderen  Reihen  mit 
enthalten,  welche  nur  nach  den  Cosinus  oder  nur  nach  den  Sinus 
fortschreiten,  und  deshalb  ist  auch  für  diese  das  eben  gefundene 
Resultat  gültig.  Wählen  wir  für  positive  x^  die  zwischen  0  und  tc 
liegen,  eine  beliebige  Function  cp  {x)  und  setzen  sie  für  negative  x 
bis  zu  :c  =  —  7t  so  fort,  dass  cp  ( —  x)  ^=  (p  {x)  wird,  so  ist  jetzt 
die  Curve  gegeben  von  x  =  —  7rbisa?  =  -|-jr  (Fig.  12).     Dann 

Fig.  12. 


—Ji  o  +n 

können  wir  die  Function  cp  {x)  entwickeln  in  Form  der  Reihe  (45). 
Die  Coefficienten  a  werden  aber  sämmtlich  =^  0.     Denn  es  ist 

a„j  ^  —  I  (p  (a)  sin  m ada 

TT 

0  TT 

=  -   I  (p{a)sinmada  -h  —    /  (p  (a)  sinm  ad a 

—  TT  0 

TT 

=  —   /  I  —  q)  ( —  «)  -|-  ^  («)  (  sin m ad  a 

0 

=  0. 


*)  Die  in  den  §§.26  bis  30  vorgenommene  Summirung  von  Fourier's 
Reihe  und  der  darin  enthaltene  Beweis  ihrer  Convergenz  sind  von  Di- 
richlet  gegeben,  zuerst  im  4. Bande  von  Crelle's  Journal  und  darauf  im 
1.  Bande  von  Dove's  Repertorium  der  Physik.  Dirichlet:  Sur  la  con- 
vergence  des  series  trigonometriques  qui  servent  a  representer  une  fonction 
arbitraire  entre  des  limites  donnöes.  (Grelle  Bd.  4.  Berlin  1829,  p.  157.)  — 
Dirichlet:  Ueber  die  Darstellung  ganz  willkürlicher  Functionen  durch 
Sinus-  und  Cosinusreihen.  (Dove's  Repert.  der  Physik  Bd.  1.  Berlin  1837, 
p.  152.) 

E  i  e  m  a  n  n.     Partielle  Differentialgleichungen.  g 
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Dagegen  erhält  man  für  die  Coefficienten  der  Cosinus  je  zwei  In- 
tegrale, die  denselben  Wertli  haben: 

TT 

hm  =  —  I  (p(a) cos m ada 
n  J 

TT 

0  TT 

^  —  I  cp  ( —  a)  cos  ma  d  ( —  a)  -| /  ^  (w)  cos  ni  ada 

+  7r  0 

TT 

=  —  I  >,cp  ( —  a)  -\-  cp  (a)  \  cos  ma  da 


=  —  I  (p  (a)  cos  ni  a  d  a. 

0 

Für  diese  Curve  sind  die  Ordinaten  bei  dem  Punkte  a?  =  0 
einander  gleich,  (p  ( —  0)  =  9)  (-|-  0),  es  findet  also  an  dieser  Stelle 
kein  Sprung  statt.  Ebenso  ist  (p  ( —  7t)  ■=  cp  (-|-  71) ,  uad  folglich 
ist  für  ^  =  +  ^  die  Summe  der  Reihe  noch  gleich  dem  Functions- 
werthe.  Die  nach  den  Cosinus  fortschreitende  Reihe  (44)  gilt  also 
noch  für  x  =  0^  und  für  ;r  =  4:  ir. 

Wenn  wir  dagegen  die  Curve  für  negative  Abscissen  so  fort- 
setzen, dass  für  zwei  entgegengesetzte  Werthe  von  x  die  Ordinaten 
entgegengesetzt  sind,  (p  ( —  x)  =^  —  (p  {x)^  so  fallen  die  Coefficien- 
ten der  Cosinus  aus,  und  wir  erhalten  die  Reihe  (43).  Für  a;  =  0  hat 
die  Curve  (Fig.  13)  einen  Sprung,  wenn  nicht  etwa  g)  (0)  =  0  ist. 

FiR-.  13. 


Es  ist  cp{ —  0)  =  —  g>  (+  0).    Also  gibt  die  Reihe  (43)  für  x  =  0 
weder  den  einen  noch  den  audern  Werth,  sondern  0.     Ebenso  ist 
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cp  ( —  jr)  =  —  (p  (-[-  7i)  und  folglich  auch  die  Summe  der  Reihe 
=  0  für  X  =  7C.  Die  Entwicklung  der  Function  q)  (x)  in  Form 
der  Reihe  (43)  gilt  also  für  x  =  0  und  x  =  n  nur  dann  noch, 
wenn  an  beiden  Stellen  der  Functionswerth  =  0  ist. 


§•  31. 
Beispiel. 

Wir  wollen  beispielsweise  die  Entwicklung  nach  Cosinus  auf 
eine  Function  anwenden,  die  selbst  ein  Cosinus  ist,  also  (p  (x) 
=  cos  lex  setzen.  Ist  Je  eine  ganze  Zahl,  so  werden  alle  Coefficien- 
ten  in  der  Reihe  (44),  mit  Ausnahme  von  6^,  zu  Null  und  bu  =  l. 
Wir  nehmen  für  Je  einen  Bruch.     Dann  ist 

r       ^                   ,            r  cos  (Ji  -1-  w)  a  -1-  cos  (Ji  —  ni)  a    , 
/  cos  Je  a  cos  m  acta  =  /  ^^ — ■ ^ ^^ —  a  a 

1  /sm  (Je  -|-  m)  a    .    sin  (Je  —  m)  d 


also 


Je  -\-  Dl  Je  —  m 


2   r 

hm  ^=  —  /  cosJeacosmadcc, 

0 

1     .    ,      /cos  m 7t    .    cos  mit 

=  —  sin  k  7t  I  ^ — ■. \-  :. 

7t  \k  -\-  m        le  —  m 

1     .    ,  2Je 

=  —  sin  k  7t  cos  m  7t 


7t  k^  —  m^ 

Danach  erhalten  wir 

,           1     .    -,     [1    ,    -y^  2kcosm7t  cosmx] 
coskx^  -  sink7t{^  -\-  >,  ^- }• 

Hier  kann  man  x  sich  bewegen  lassen  von  0  bis  ;r,  und  die 
Gleichung  gilt  noch  für  0  und  7t.  Setzen  wir  also  x  =  7t  und  di- 
vidiren  durch  sink 7t.,  so  ergibt  sich 


1         ^'". 
7t  cotgkjt  =  Y  —  ^] 


1k 


TO=1 


m'^  —  k^ 


Wenn  wir  diese  Grleichung  auf  beiden  Seiten  mit  dk  multipliciren 
und  in  Beziehung  auf  k  integriren,  so  erhalten  wir 

6* 
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/cos  JcTC  d  Jv        71  Cd  sin  JiTt        7.7 
— ^^ =  —      — ^^ —  =  lg  sin  k  n 
sin  Kit  nj     sink  TT 

00 

=  lgk->r^lg(m-^-k^-)-^c. 
Also,  wenn  wir  zwischen  den  Grenzen  t  und  u  integriren: 

oder 


m2  —  ^2 


/sin  u  7t         tTt    \  .^       m^  —  u 

•^  \     Ol.  TT.  sin  f,7r.  /         -<i-J    -^ 


u  7t        sin  t7t  J       -^    ^  m^  —  P 


Lassen  wir  hierin  t  unendlich  abnehmen,  so  wird 


lim  —. — T —  =  1 

sin  1 71 


und  wir  erhalten 


,    sin  u  7t        -^  -,    { ^        m2 

und  daher 

sin  u  7t        /  u^\  /  u^\  /  u 


U7t  \  IV  V  2V  V  32 


§.   32. 
Erweitertes  Gültigkeits  -  Intervall.   Fourier's  Lehrsatz. 

Nehmen  wir  jetzt  wieder  die  allgemeine  Entwicklung  (45)  auf, 
so  ist  das  grösste  Intervall,  in  welchem  die  Function  beliebig  ge- 
wählt werden  kann,  von  ^  =  —  jr  bis  -|-  :t.  Hat  man  eine  Func- 
tion für  ein  grösseres  Gebiet,  so  lässt  sich  diese  auch  nach  Cosinus 
und  Sinus  der  Vielfachen  einer  veränderlichen  Grösse  entwickeln, 
wenn  man  nur  statt  des  Arcus  selbst  eine  andere  Grösse  nimmt, 
welche  ihm  proportional  ist. 

Wir  wählen  also  (p  (x)  beliebig  für  ein  Intervall  von  —  c  bis 

-\-  c.  Dann  können  wir,  wenn  c  ^  7t  ist,  nicht  verlangen,  dass  die 

Function  für  das  ganze  Intervall  der  Variabein  sich  nach  Cosinus 

und  Sinus  der  Vielfachen  von  x  entwickeln  lasse.    Wir  setzen  aber 

c 
X  =  —  ^,  so  wird,  während  ^  von  —  7t  his  7t  geht,  x  das  Intervall 

7t 
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von  —  c  bis  c  durchlaufen.     Dann  können  wir  entwickeln 

/c  s\         1 

9?  ( — )  =  "n  &o  +  öl  cos ^  -f-  &2  cos  2  ^  -|-  •  • .  -)-  &m  cos  ms  -\-  •" 

-[-  «1 8in  s  ~\-  a.2  sin  2s  -\-  •■•  -\-  a^  sin  ms  -\-  ••' 


hm  =^  —    I  fp  { — )  COS  m  ada, 
ttm  =  —    1  (p  \  —  )  stn  m  ad  a, 


7t  ^  S  ^    —    7t. 

Führen  wir  hier  wieder  x  ein,  so  ergibt  sich 

(49)       cp(x)  =  -bo  -^  bi^cos h  •  •  •  +  ^ cos \-  '-- 

z  c  c 

,  .   Ttx    ,  ,  .   mrtx    , 

-+-  «1  Sfn h  •  •  •  +  «m  sm h  •  •  • 

c  c       ' 

c  >>  a;  ^  —  c. 

Die  Coefficienten  bm  und  «,„  sind  unverändert  beizubehalten. 
Es  ist  aber  auch  gestattet,  eine  neue  Variable  A  =  —  unter  dem 


7t 


Integral  einzuführen.     Dadurch  erhält  man 


V 

1     r  m7T.?i 

=  -y  9^  Wcos-y-  dl, 


-  J  q){l)  SV 


.    m,7tX  ,, 
sm dA. 


In  der  Reihe  (49)  ist  die  frühere  (4.5)  mit  enthalten,  wenn 
nemlich  c  =  7t  ist.  Die  neue  Reihe  hat  denselben  Charakter  wie 
die  frühere:  sie  hat  zur  Summe  den  Werth  der  Function  q){x)  für 
jeden  Werth  von  ;r,  für  welchen  diese  Function  stetig,  dagegen  den 
Mittelwerth  der  beiden  Functionswerthe  an  einer  ünstetigkeits- 
stelle  und  die  halbe  Summe  von  qp  (-)-  c)  und  (p  ( —  c)  für  a?  =  -j-  c 
sowohl  als  für  x  =  —  c. 

Lassen  wir  in  der  Gleichung  (49)  die  Grösse  c  ins  Unendliche 
wachsen,  so  geht  die  unendliche  Reihe  in  ein  bestimmtes  Integral 
über.  Um  dazu  zu  gelangen ,  wollen  wir  in  der  Reihe  für  die 
Coefficienten  ihre  Werthe  einsetzen,  also 
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fi^)  =-    2   hpi^)^^^  +2       äX(p{l)cosm^{k—x) 

oder  auch 

9'(^)=-  [—^J^Wäl  -i-^  J  dk(p{l)cosm^{l  —  xy^' 

—  c  »t  =  0  —  (. 

Soll  nun  c  ins  Unendliche  zunehmen,  so  können  wir  m  -  =  « 

c 

setzen,     a  ist  dann  stetig  variabel  und  die  unendlich  kleine  Zu- 

nähme  da  r=z  -  ■     Ist  nun 
c 

+  00 

lim  —  I  cp(X)  d  k  =  0  für  c  =  oo 

so  können  wir  das  Glied 

00 

00 

vernachlässigen.     Wir  erhalten 

00  ^"  °° 

oder,  nach  Einführung  von  a,  und  da: 

(50)  gD  (a;)  =  —    I  da,  \   I  dlq){l)cosa{l  —  x)\^ 


—    I  da  \   I  dl(p\ 

0  i— 00 


00    ^  a;  >  CO. 

Dieser  Satz  heisst  speciell  der  Fourier'sche  Lehrsatz.  Er 
lässt  sich  wieder  in  zwei  Sätze  zerlegen,  wenn  die  Function  (p  {x)  nur 
für  positive  Werthe  von  x  gegeben  ist  und  nur  für  solche  in  Form 
eines  Doppelintegrals  dargestellt  werden  soll.  Dann  kann  man 
nemlich  die  Function  auf  das  Gebiet  der  negativen  x  beliebig  fort- 
setzen und  entweder  (p{ — x)  =  (p(x')  setzen  oder  g)(—x)  =  —  (p(x). 

Löst  man  in  der  Gleichung  (50)  den  Cosinus  unter  dem  Inte- 
gral auf,  so  erhält  man 

CO  00 

9?  (x)  =  —  /  d  acosax  \    /  d l  (p  {X)  cos  a  X 

0  —  oo 

CO  CO 

-| I  d  a  sin  ax\    j  dX(p(X)  sin  cc  X 
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Ist  nun  die  Function  q)  (x)  nur  für  positive  x  gegeben,  so  kann 
man  erstens  festsetzen 

<p  ( —  x)  =  cp  (x). 
Dann  ergibt  sich 

00  0  00 

/  (p  (X)  COS  cc  k  d  l  =  I  cp  {X)  cos a  l  d  k  -}-   /  cp{k)cosakdX 

—  00  —  00  0 

00  00 

=  I  (p( —  k)cosakdk  -\-       (p{l)cosakdk 

0  0 

00 

=  2  I  (p(k) cos akdk. 

0 

Dagegen  wird 

00  0  00 

/  cp  {k)  sin  akd  k  =  I  q)(k)  sin  akdk  -^      fp  (^)  sin  akdk 

—  CO  —  00  0 

00  00 

=  /  —  cp  ( —  k)  sin  akdk  -j-  /  (p  (k)  sin  akdk 

0  b 

=  0. 
Folglich  haben  wir  dann 

OD  00 

(51)  q)(x)  =  -  I  cos  axda  \      cp  (A)  cos  akdk\^ 

0  0 

00  >  a;  ^  0. 

Wird  dagegen  zweitens  festgesetzt 

rp(—x)  =  —  cp(x), 
so  ergibt  sich 

oo 

/  <p  (k)  cos  akdk  =  0 

00 

und 

OD  CO 

/  <p  (k)  sin  akdk  ^^  2   1  cp  (k)  sin  akdk. 

—  00  0 

Folglich  ist  in  diesem  Falle 

00  00 

(52)  (p(x)  =  —  I  sin axda      /  (p  (X)  sin  akdk\, 

0  0 

00   ^  X  ^  0. 
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Hat  für  irgend  ein  x  die  Function  cp  {x)  eine  Discontinuität,  so 
ist  der  Werth  der  Doppelintegrale  in  den  Formeln  (50),  (51),  (52) 

=  ^{95(^-0)+  9)  (a^  +  0)}. 

§.  33. 
Beispiele. 

Die  Sätze  des  vorigen  Paragraphen  können  wir  wieder  auf 
specielle  Fälle  anwenden. 

I.  Es  soll  z.  B.  rp  (x)  =  g—''^^  sein,  wobei  Ä;  >>  0  zu  nehmen 
ist,  weil  sonst  die  Integrale  keinen  bestimmten  Werth  mehr  be- 
sässen. 

Dann  lässt  sich  sowohl  die  Formel  (51)  als  auch  die  Formel 
(52)  anwenden.    Für  die  erstere  hat  man  zu  nehmen 


ß 


cos  o(,Xe~^^  dl. 
0 
Der  Werth  dieses  Integrals  ist  nach  (21) 

_       h 

—  ^2  ^  052  * 

Folglich  erhalten  wir 

00 
2    rhcosaxda 


p  —  KX   


ein  Resultat,  welches  wir  auf  anderem  Wege  bereits  in  §.  16  ab- 
geleitet haben. 

Soll  die  Gleichung  (52)  in  Anwendung  kommen,  so  hat  man 


das  Integral 


00 


sin  a  X  e~^^ d  X 
ö 
zu  bilden.     Dieses  hat  nach  (22)  den  Werth 


Ä;2  -^  «2 
und  es  ergibt  sich  daher 


00 


a  sin  axdcc 

Ä;2  +  «2 

0  ' 
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Auch  dieses  Resultat  ist  bereits  in  §.16  auf  anderm  Wege  ge- 
wonnen. 

n.  Setzen  wir  (p  (x)  =  x~^  ^  so  wird 

00  oo 

X-'''  =^  -      dacosaxl      k~^ cosaKdX 

0  0 

OQ  00 

z=  —  I  da, sin axl  1  X—^ sin aXdkl  ■ 

0  0 

Hier  lässt  in  beiden  Ausdrücken  das  innere  Integral  sich  nicht 
ausführen.  Wir  können  aber  Relationen  z^\dschen  den  Integralen 
finden.  Führen  wir  statt  A  eine  proportionale  Zahl  ein,  so  lässt 
sich  a  aus  dem  inneren  Integral  ganz  herausschafi'en.  Wir  setzen 
ak  =  V  und  erhalten 

00  oo 

x~'''  =  —  /  ci^-'^  cos  cc  X d ci  l  I  v~''^  cos  vdv 

0  _  0 

cc  00 

=  —  /  a^—'''sinccxdcc  l  1  v~^ sinv dv\- 

0  0 

Da  das  innere  Integral  von  a  ganz  unabhängig  ist,  so  kann  es 
als  Factor  vor  das  nach  a  zu  nehmende  Integral  gestellt  werden. 
Dann  ist  jeder  der  beiden  Ausdrücke  für  x-''^  ein  Product  von  zwei 
einfachen  Integralen,  nemlich 

CO  00 

^-fe  =  -  .  }  I  v-^  cosvdv\  '  I  /  a'^-i  cosaxdal 


—  •      /  v-^sm 

0  0 


OD 

vdv)'  I  /  a''--''^siiiccxda\ 


Damit  das   nach  cc  zu    nehmende   Integral    einen    endlichen 
Werth  behalte,  muss  ^  <;  1  genommen  werden.    Setzen  wir  x  =  1 

.7t 

und  multipliciren  mit  -^ ,  so  ergibt  sich 


oo 


^ cos V d V    •  j  /  a!'—'^  cos  ad a 


00  00 

I  /  v~^ sinvdvi  •  \   1  a^~'^ sin a d a 


90 
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Für  h  =  —  werden  in  dem  einen  wie  in  dem  andern  Producte 
die  beiden  Factoren  einander  gleich.     Wir  erhalten  also 

^  cos  cida 


/cosciäa       \  1% 

0 

sincidcc       1  /^ 

¥2' 


f 


Va 


Es  fragt  sich  noch,  welches  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  zu 
geben  ist.  Bei  der  zweiten  Gleichung  erkennt  man  leicht,  dass 
nur  das  positive  Zeichen  richtig  ist,  wenn  man  Va  positiv  nimmt. 

Denn  die  Function 

sin  cc 

ändert  ihr  Vorzeichen  nur,  wenn  sina  =  0  wird,  also  für  a  =  0, 
7t  ^  2  ;r ,  3  :nr,  . . . ,  und  in  den  Intervallen  von  0  bis  7t,  von  7t  bis 
2  JT  u.  s.  f.  ist  sie  abwechselnd  positiv  und  negativ.  Für  zwei 
Werthe  von  a ,  die  um  7t  verschieden  sind ,  hat  sin  a  denselben 
Zahlwerth.  Da  aber  der  Nenner  ]/w  mit  zunehmendem  cc  fort- 
während wächst,  so  ist  der  Zahlwerth  von 

sin  (w  -f-  7t) 


Va-\-7t 


kleiner  als  der  Zahlwerth  von 


stn  ci 


V'c 


Die  Curve,  deren  Ordinate 


stn  a 


ist,  Hegt  also  abwechselnd  über  und  unter  der  Abscissenaxe 
(Fig.  14)  und  begrenzt  mit  dieser  (in  den  auf  einander  folgenden 
Intervallen  von  der  Grösse  7t)  Flächen,  von  denen  jede  folgende 

Fig.  14. 
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kleiner  ist  als  die  vorhergehende  und  die  abwechselnd  mit  posi- 
tivem und  negativem  Zeichen  in  Rechnung  kommen.  Die  Summe 
dieser  Flächen,  das  bestimmte  Integral 


00 

/ 


sin  ada 


hat  also  das  Vorzeichen  des  ersten  Gliedes,  d.  h.  es  ist  positiv. 

In  dem  ersten  der  eben  erhaltenen  Integrale  wollen  wir  V« 
ebenfalls  positiv  nehmen.     Dann  liegt  die  Curve,  deren  Ordinate 

cos  a 


Vc 


ist  (Fig.  15),  von  w  =  0  bis  a 

sie  fängt  aber  nicht  mit  der  Ordinate  0  an,  sondern  mit  der  Ordi 


—  7t  oberhalb  der  Abscissenaxe, 


nate  qo  :  sie  hat  die  Ordinatenaxe  zur  Asymptote.    Von  a  =  —  an 

Fig.  15. 


zn 


liegt  sie  abwechselnd  unterhalb  und  oberhalb  der  Abscissenaxe 

und  die  Durchgänge  durch  0  finden  statt,  sobald  von  a  =  —  s^m  die 

Abscisse  um  ein  Vielfaches  von  tc  zugenommen  hat.    Auch  hier  ist 
der  absolute  Zahlwerth  von 

cos  {a-\-7i) 
Voi-j-Ti: 
kleiner  als  der  Zahlwerth  von 

cos  cc 


92  Zweiter  Absclmitt.     ünendliclie  Reihen. 

Hier  ist  also  das  von  a  =  -  tc  sm  genommene  Integral  eine  Summe 

von  fortwährend  abnehmenden  Zahlen,  die  abwechselnd  negativ 
und  positiv  sind.     Das  Vorzeichen  dieser  Summe  ist  also  negativ. 

Dazu  kommt  dann  noch  das  Integral  von  0  bis  — ,  dessen  Vor- 
zeichen positiv  ist,  Dass  dadurch  das  Vorzeichen  des  ganzen  Inte- 
grals positiv  wird,  erkennt  man  durch  folgende  Betrachtung.  Wir 
zerlegen  das  von  0  bis  oo  zu  erstreckende  Integral  in  eine  Summe 
von  unendlich  vielen  Integralen,  die  der  Reihe  nach  zwischen  den 

Grenzen 

0  und  TT,  7t  und  2 7t ^  2  7t  und  Stt  u.  s.  f. 

zu  nehmen  sind.     In  dem  Integrale 

(/^  +  l)7r 

^cos  ada 


ß 


V« 

führen  wir  statt  a  die  neue  Variable  a  -)-  ^jr  ein,  wodurch  es 
übergeht  in 

/cos  ada 
Va-\-a7t 

0 

Setzen  wir  dann 

^^''^"'W~V«  +  :^~^Va  + 2^  "  +  ■■■' 

.   ,          f  cos  ada  Ct^^  ^  i 

so  wird         / j= —  ::=  I  ±  [a)  cos  ada 

IT 

=  /  F(a)  cosuda  -\-  I  F(a)  cos  ada. 

T 
In  dem  zweiten  dieser  beiden  letzten  Integrale  führen  wir  statt  w 
als  neue  Variable  7t  —  «  ein  und  erhalten 

TT 

00  2"  0 

/ -7= —  =  /  F{a)  cos  ada  -\-   /  F{7t  —  a)  cos  ada 


Va 

0  ^  ^  0 


=  I  (F(a)  —  F(7t  —  a)\  cos  a  d  i 
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% 

Nun  ist  i*  (w)  positiv  und  zwischen  den  Grenzen  0  und  —  auch 

coscc  positiv.     Das  Vorzeichen  des  Integrals  hängt  also  davon  ab, 

ob  die  Differenz 

F{a)  —  F(7t  —  a) 

positiv  oder  negativ  ist.    Da  nun  der  nach  a  genommene  Differen- 
tialquotient von  F(a)  negativ  ist,  nemlich 

^'w=-  Kw' (vis? +-■■•)• 

so  ist  in  dem  Intervall  der  Integration 

F(cc)  >  F(7t  —  a) 
und  daher  das  Integral  positiv.     Wir  haben  also 

/""  cos  ada ^\  /  % 
ya  '     2 

0 

/°°  sin ccda jj\  /n 

0 

§.  34. 

Einschränkung"  der  Grenzen  in  Fourier's  Lehrsatz. 

Beispiel. 

Wir  können  für  die  Entwicklung  von  qp  [x]  nach  dem  Satze 
von  Fourier  auch  die  Bestimmung  geben,  dass  qo  {pc)  nur  für 
ö  ^  a;  ^  a  einen  von  0  verschiedenen  Werth  habe,  ausserhalb 
dieser  Grenzen  aber  =  0  sei.  Dann  haben  wir  in  dem  Innern 
Integral  der  Gleichung  (50)  statt  der  Grenzen  —  oo  und  -|-  co  nur 
zu  setzen  a  und  h.     Also  ist  dann 

cp(x)  =  —  I  da  I  (p  (l)  cos  CK  (x  —  A)  d  A. 

0  a 

h  '^  X  ^  a. 
Für  X  =  a  resp.  x  =  h  finden  Sprünge  statt  von  den  von  0 
verschiedenen  Functionswerthen  (p  [a]  und  rp  (h)  auf  0.     Also  gibt 

das  Doppelintegral  an    diesen   beiden  Stellen  resp,  -  q)  (a)  und 
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Nehmen  wir  beispielsweise  (p  (x)  =  1  für  1  >>  ic  >>  0  und 
übrigens  für  positive  x,  die  grösser  als  1  sind,  g)  (a?)  =  0,  so  kön- 
nen wir  speciell  nach  Cosinus  entwickeln.    Wir  finden  dann 

1 

cos  axda  I  cos aXdl 
ö 


(p(x)  ^^  —  I  cos  axda  1  c 


2    r  sin  a  , 

cos  axa  a, 


0 


und  der  Werth  des  Integrals  ist  dann  =  1  für  1  >  a;  >>  —  1, 

dagegen  =  0  für  a;  >>  1  und  für  x  <C  —  1 ,  endlich  =  -  für  x 

=  Hh  1.     Dasselbe  Resultat  haben  Avir  (§.  15)  auf  einem  andern 
Wege  gefunden. 


§.  35. 
Functionen  von  mehreren  Variabein. 

Die  Reihenentwicklung  von  Fourier  lässt  sich  auch  auf  Func- 
tionen von  mehreren  Variabein  anwenden,  weil  man  dieselben 
Schlüsse  nur  mehrmals  zu  wiederholen  braucht.  Die  Formel  (49) 
können  wir  unter  Benutzung  des  Summenzeichens  schreiben 

c  c 

q)(^x)  =  —  I  q){X)dl  -\ ^    /  dXcp{l)  cos  m-(l  —  x) 

—  C  »1  =  1  —  ß 

oder  eleganter,  indem  wir  auch  negative  Indices  zulassen, 

c 

g' (^)  =  27  2        dl(p{k)cosm-{k  —  x). 

«i  =  — 00  _p 

Denken  wir  uns  jetzt  eine  Function  von  zwei  Variabein,  also 
die  dritte  Ordinate  einer  krummen  Fläche,  die  für  c  ^  x  '^  —  c 
und  e  ^  y  ^  —  e  gegeben  sei.  Wir  können  zunächst  y  als  con- 
stant  ansehen  und  erhalten  dann 

c 

^>{^^y)  =  Yc^     /  ^  '^  9^  (^^2/)  cos  m  I  (A  —  x). 
Auf  dieselbe  Weise  lässt  sich  aber  (p{X,y)  entwickeln,  nemlich 
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e 

^i^^y)  =  ^.^    J  cl}i(p{k,^)cosn^(ji  —  y). 

„=-00  _g 

Folglich  ergibt    sich    dann    durch    Einsetzung   in  die  vorige 
ihung 

(53)     (p(x,y) 

+  c  +e 


Gleichung 


yt,= — 00  7i^= — 00 


—  c  — e 

Dies  kann  man  leicht  ausdehnen  auf  so  viel  Variable  als 
man  vrill. 

Dasselbe  gilt  aber  auch  von  dem  Fourier'schen  Satze,  denn 
dieser  geht  ja  aus  der  Reihenentwicklung  unmittelbar  hervor,  in- 
dem man  c  und  e  unendlich  Averden  lässt.  Für  eine  Function  von 
zwei  Variabein  erhalten  wir  zunächst 

CO  CO 

^  (x, y)  =  -       da  I  dl  (p  (A, y) cos a(x  —  l). 

0  —  oo 

Hierin  können  wir  cp  (A,  y)  wieder  entwickeln 

OD  QO 

^{Ky)  =  -J  dßj  d^ifp (A, ^) cos ßXy  —  fi). 

0  —  oo 

Setzen  wir  dies  ein,  so  ergibt  sich 
(54)         (p(x,y) 

oo  00  00  00 

= III    I  dadßdldiicp{l^^)coso(.(x  —  l)cosß(y  —  ^). 

0  0  —  03    —00 

Man  sieht  leicht,  wie  dies  Verfahren  auf  eine  beliebige  Anzahl 
von  Variabein  zu  übertragen  ist. 


Dritter   Abschnitt. 
Differentialgleichungen. 


§•  36. 
Definition  und  Eintheilung'. 

Ist  die  Grösse  y  eine  Function  von  einer  oder  mehreren  unab- 
hängigen Veränderhchen ,  so  kann  ihr  Zusammenhang  mit  diesen 
unabhängigen  Veränderhchen  in  verschiedener  Weise  ausgedrückt 
sein.  Der  einfachste  Fall  ist  der,  dass  die  unabhängigen  Variabein 
und  die  Function  durch  eine  Gleichung  mit  einander  verbunden 
sind,  in  welcher  ausser  ihnen  nur  constante  Grössen  vorkommen. 
Eine  solche  Gleichung  nennt  man  eine  endliche  Gleichung 
zwischen  den  Veränderlichen,  und  es  soll  mit  diesem  Namen  aus- 
gesprochen sein,  dass  in  der  Gleichung  nur  endliche  Grössen,  also 
keine  Differentiale,  auch  keine  A^erhältnisse  von  Differentialen  vor- 
kommen. Iva  Gegensatz  zu  den  endlichen  Gleichungen  zwischen 
den  veränderlichen  Grössen  stehen  die  Differentialglei- 
chungen. 

Unter  einer  Differentialgleichung  verstehen  wir  eine 
Gleichung,  welche  ausser  den  unabhängigen  Veränderlichen  und 
der  Function  noch  einen  oder  mehrere  Differentialquotienten  der 
Function  enthält. 

Wir  unterscheiden  gewöhnliche  Differentialgleichungen  und 
partielle  Differentialgleichungen.  Wird  y  als  Function  von  nur 
einer  Variablen  x  angesehen  und  kommen  demnach  in  der  Differen- 


§.  37.     Die  Integrations-Constanten.  97 

tialgleichiing  nur  die  nach  dieser  einen  Variablen  x  genommenen 
Differentialquotienten  vor,  so  lieisst  die  Gleichung  eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung.  Soll  dagegen  die  Function  von 
mehreren  Variabein  abhängig  sein  und  enthält  die  Differential- 
gleichung die  partiellen  Differentialquotienten  nach  mehreren 
Variabein,  so  wird  die  Gleichung  eine  partielle  Differential- 
gleichung genannt. 

Wir  theilen  die  Differentialgleichungen  (die  gewöhnlichen  wie 
die  partiellen)  in  verschiedene  Ordnungen  ein.  Eine  Differen- 
tialgleichung von  der  nten  Ordnung  ist  eine  solche,  in  welcher 
Differential quotienten  von  der  nten  Ordnung  und  keine  höheren 
vorkommen. 

Wir  unterscheiden  lineare  Differentialgleichungen  und  nicht- 
lineäre.  In  einer  linearen  Differentialgleichung  kommen  die 
Function  y  und  ihre  Differentialquotienten  nur  in  erster  Potenz 
vor  und  keine  Producte  der  Function  mit  den  Differentialquotien- 
ten oder  der  Diff'erentialquotienten  unter  einander.  Eine  gewöhn- 
liche lineare  Differentialgleichung  nter  Ordnung  ist  danach  von 
der  Form 

worin  ao,  «i,  ...  a„,  X  Functionen  von  x  allein  oder  auch  constante 
Grössen  sind.  Ist  X  =  0,  so  heisst  die  lineare  Differentialgleichung 
homogen. 


I.     Grewöhnliclie  lineare  Differentialgleichungen. 


§•  37. 

Die  willkürlichen  Integrations-Constanten. 
Das  vollständige  Integral. 

Die  gewöhnlichen  linearen  Differentialgleichungen  haben  viel 
Analogie  mit  den  partiellen  Differentialgleichungen.  Wir  betrach- 
ten daher  einige  Eigenschaften  von  ihnen  besonders. 

Vorher  sind  jedoch  die  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
im  allgemeinen  zu  untersuchen.     Wir  gehen  aus  von  einer  end- 

E  i  e  m  a  n  n.    Partielle  Differentialgleichungen.  y 
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liehen  Gleicliung  zwischen  x  und  y,  welche  ausser  diesen  veränder- 
lichen Grössen  noch  eine  gewisse  Anzahl  von  Constanten  enthält. 
Durch  wmal  wiederholte  Differentiation  leiten  wir  aus  dieser  primi- 
tiven Gleichung  n  neue  Gleichungen  her,  von  denen  die  erste 
keinen  höhern  Diö'erentialquotienten  als  den  ersten,  die  zweite 
keinen  höliern  als  den  zweiten,  u.  s.  f.,  die  letzte  keinen  höhern  als 
den  nten  enthält.  Aus  dem  so  gewonnenen  System  von  n  Gleichun- 
gen mxd  der  primitiven  Gleichung  können  wir  n  constante  Grössen, 
und  nicht  mehr  als  w,  eliminiren.  Das  Resultat  wird  eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  nter  Ordnung  sein,  welche  n  constante 
Grössen  weniger  enthält  als  die  primitive  Gleichung,  aus  der  sie 
hervorgegangen. 

Die  primitive  Gleichung  drückt  einen  Zusammenhang  zwischen 
a;  und  2/ aus,  durch  welchen  die  Differentialgleichung  nier  Ord- 
nung erfüllt  wird.  Man  nennt  daher  die  primitive  Gleichung  das 
Integral  der  Differentialgleichung.  Beide  Benennungen  bedeuten 
dasselbe,  nemlich  eine  endliche  Gleichung  zwischen  x  und  ^,  welche 
mit  der  Differentialgleichung  verträglich  ist.  Man  sagt  aber,  die 
endliche  Gleichung  sei  die  primitive  Gleichung,  wenn  man  sie  als 
ursprünglich  gegeben  und  die  Differentialgleichung  als  aus  ihr  ab- 
geleitet ansieht.  Man  nennt  die  endliche  Gleichung  das  Integral 
der  Differentialgleichung,  wenn  die  Differentialgleichung  ursprüng- 
lich gegeben  war  und  die  endliche  Gleichung  auf  irgend  einem 
Wege  gefunden  ist  oder  gefunden  werden  soll. 

Aus  der  vorher  angestellten  Betrachtung  geht  hervor,  dass 
eine  endliche  Gleichung  zwischen  x  und  y,  die  einer  Differential- 
gleichung nter  Ordnung  Genüge  leistet,  n  Constanten  enthalten 
kann,  die  in  der  Differentialgleichung  nicht  vorkommen,  aber  nicht 
mehr  als  n.  Diese  n  Constanten  sind  völlig  unbestimmt,  wenn 
nichts  als  die  Differentialgleichung  gegeben  ist.  Man  nennt  sie 
daher  die  willkürlichen  Constanten  des  Integrals,  und  die 
endliche  Gleichung  heisst  das  vollständige  Integral  der  vor- 
gelegten Differentialgleichungen  nier  Ordnung,  wenn  wirklich  n 
willkürliche  Constanten  darin  vorkommen.  Im  Gegensatz  dazu 
nennt  man  eine  endliche  Gleichung  zwischen  x  und  y,  die  der 
Differentialgleichung  nter  Ordnung  genügt,  ein  particuläres  Inte- 
gral, wenn  sie  weniger  als  n  willkürliche  Constanten  enthält. 


§.  38.     Homogene  lineare  Differentialgleichungen.     99 

§.  38. 
Homogene  lineare  Dififerentialgleichiingen. 

Wir  betrachten  nun  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung 
wter  Ordnung 

Ct^if    ,         d^'-'^y    1  ,  dy    , 

Es  sei  y  =  Y  ein  particuläres  Integral.  Dann  wird  auch 
y  =  cY  ein  solches  sein.  Denn  nach  der  Voraussetzung  wird  die 
Differentialgleichung  erfüllt,  wenn  man  statt  y  darin  Y  schreibt, 
also 

dny  d^^-^Y   ,  ,        V       A 

^   dx-^    ^      ^  dx""-^  ^        ^ 

Wird  nun  aber  statt  y  eingesetzt  c  Y,  so  kommt  auf  der  linken 
Seite  nur  noch  der  für  alle  Glieder  gemeinschaftliche  Factor  c 
hinzu,  so  dass  durch  Division  mit  c  sich  die  vorige  Gleichung 
wieder  ergibt. 

Sind  ferner  y  =  Yi  und  y  =  Y^  particuläre  Integrale,  so 
kann  man  daraus  ein  neues  Integral 

^  =  Ci  Fl  +  C2  Ta 
bilden.  Dieses  neue  particuläre  Integral  ist  dann  von  Yi  und  Yg 
nicht  unabhängig,  sondern  aus  ihnen  linear  zusammengesetzt.  Da- 
gegen heisst  ein  Integral  Y3  von  Yi  und  Y2  unabhängig,  wenn  es 
sich  nicht  in  die  Form  Ci  Yi  -\-  c^  Y<i  bringen  lässt.  Ueberhaupt 
werden  Ic  Integrale  Y^,  Z21  •  •  ■  Yt^  der  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichung von  einander  unabhängig  genannt,  wenn  sich 
keine  constanten  Coefficienten  a^,  «2,  ...  cc^  bestimmen  lassen,  die 
der  Gleichung  genügen 

«1  Fl  -j-  «2  Fa  -f ^  «fe  Ffe  =  0. 

Man  sieht  nun  leicht,  dass  eine  Differentialgleichung  wter 
Ordnung  mehr  als  n  unabhängige  particuläre  Integrale  nicht 
haben  kann.  Denn  sonst  könnte  man  jedes  mit  einer  willkür- 
lichen Constanten  multipliciren  und  erhielte  durch  Addition  der 
Producte  ein  neues  Integral,  das  mehr  als  n  willkürliche  Constan- 
ten enthielte. 

7* 
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Hat  man  aber  n  von  einander  unabhängige  particuläre  In- 
tegrale gefunden,  so  ist 

y  —  CiYi  -{-  C.2Y.2  -\ +  CnYn 

das  vollständige  Integral  der  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung liier  Ordnung  und  Cj,  C2,  ...  Cn  sind  willkürUche  Con- 
stanten. Daraus  lässt  sich  jedes  particuläre  Integral  herleiten, 
indem  man  den  Constanten  bestimmte  Werthe  beilegt. 

Eine  allgemeine  Methode,  die  homogenen  linearen  Differen- 
tialgleichungen zu  integriren,  besitzen  wir  nicht.  Nur  einige  be- 
sondere Fälle  ist  man  bis  jetzt  im  Stande  gewesen  zu  behandeln. 
Sind  die  Coefficienten  «o  5  «1 5  •  •  •  «n  in  der  Differentialgleichung 
constant,  so  kann  man  immer  das  vollständige  Integral  ermitteln. 


i-  39. 

Homogene  lineare  Differentialgleichungen  mit 
Constanten  Coefficienten. 

Es  sei  die  homogene  lineare  Differentialgleichung  nter  Ord- 
nung gegeben 

worin  üq,  «i,  ...  ««— i,  «n  reelle  constante  Grössen  sein  sollen.  Wir 
können  leicht  particuläre  Integrale  finden.     Setzen  wir  z.  B. 

y  =  e««;^ 

so  ist  ~  =  cce"^,  -r^  =  w2e«%  ...  — ^  :=  a'»e<^^. 
dx  dx'^  dx"" 

Führen  wir  diese  Werthe  in  die  Differentialgleichung  ein,  so 
ergibt  sich 

e"^  («0  W"  -|-  tti  a"-^  +  •  •  •  +  Cln-lK  -{-  ttn)  =  0. 

Dies  kann  nicht  anders  der  Fall  sein,  als  wenn  die  Klammergrösse 
=  0  wird.  Die  constante  Grösse  a  ist  also  eine  Wurzel  der 
Gleichung 

(a)         q)  (a)  =  a^a^  -\-  a^  a"— ^  -[-  •  •  •  -f-  fl'„_  1  a  -|-  «„  =  0. 

Wir  bezeichnen  die  n  Wurzeln  der  Gleichung  mit  «i,  <X2,  ...  ein 
und  betrachten  zunächst  den  Fall,  dass  sie  sämmtlich  von  einan- 
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der  verschieden  sind.     Dann  haben  wir  n  von  einander  unabhän- 
gige particuläre  Integrale  der  Differentialgleichung,  nemlich 

Das  vollständige  Integral  ist  demnach 

(I)  y  =  Ci  e"i^  +  Ca  e'^^''  +  •  •  ■  +  c„  e"-"  ^. 

Hat  die  Gleichung  wten  Grades,  welcher  a,  genügen  muss,  imao-i- 

näre  Wurzeln,  so  kommen  diese  immer  paarweise  conjugirt  vor, 

d.  h.  die  eine  ist  von  der  Form  ^  +  21/—  1,  die  andere  von  der 

Form  ^  Ijl  A]/ —  1.     Es   seien  z.  B.  «i  und  ^2  solche  conjugirte 

imaginäre  Wurzeln 

a^  =  ^  -\-  iV ~  1, 

a.j  =  a  —  A  V  —  1 . 
Dann  ergibt  sich 

Ci  e"i*'  +  Ci  e"-^''  =  ef"^  (q e^^  ^^ ^  +  C2  e-^^  T^-i) 

=  e'^'^Uci  -\-  Co)  cosXx  -\-  (cy  —  C2)  V  —  1  sin  k  x\- 

Da  nun  Cj   und  C2  willkürliche  Constanten  sind,    so   können  wir 
dafür  zwei  andere  einführen,  indem  wir  setzen 

(cj,  —  C2)  V  —  1  =  h.2. 
Dadurch  erhalten  wir 

q  e''!^  -f-  C2  e'^ä'^  =  ef^^  .  (7i;^  cos  Ix  -{-  k^  sin  l  x). 

Das  eben  angewandte  Verfahren  erleidet  eine  Modification 
wenn  die  Gleichung  in  a  nicht  lauter  verschiedene  Wurzeln  hat. 
Es  sei  oijL  =  «2  =  «3  =  •  •  •  =  a„i  und  die  übrigen  n  —  m  Wur- 
zeln seien  von  «i  und  von  einander  verschieden.  Dann  haben  wir 
ein  particuläres  Integral 

y  =  e"i^  .  V, 

worin  wir  v  als  eine  unbekannte  Function  von  x  ansehen.     Setzen 
wir  zur  Abkürzung 

hjk  —  1)  (h  -  2)  ...ß  —  V  -\-  1)  _ 

1.2.3  •••  V  ~    '' 

so  ist  bekanntlich 

dx^      ~~  dx^  ^    '      "^  Jöd^^  Jx  ^    '  dö^^^  dx^ 
+  ••• 
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und  wenn  wir  m  =  e«i^  nehmen: 

In  dieser  Formel  haben  wir  der  Reihe  nach  Ä;  =  1,  2,  3,  . ..  w 
zu  setzen,  wenn  das  particuläre  Integral  ^  =  e«!«-'  ,  -y  und  seine 
Derivirten  in  die  Differentialgleichung  eingeführt  werden  sollen. 
Dadurch  ergibt  sich  dann 


0  =  e-^i^-y  [tto  <  -f-  «1  <~^  +  %  <^^  +  •  ••  +  o^«-i  «1  +  «i 
dv 
dx 
dM_ 
dx^  ' 


^  eai.  1^  j,,^  (j^  oc^-i  j^  (,,  _  1)^  a,  <-'  H h  «n-i) 

+  ß"'''  :7-4  l%«o  <~^  +  (^  —  1)2  «i<~^  H —  +  an-2} 


dx»'-'^ 

dx' 
+  ••• 


+  e-^^  ?^  W-«o  «^^-™  +  0*  -  l)».«i  <-""'  +  •••} 


In  dieser  Gleichung  sind  die  Klammergrössen  der  Reihe  nach 
<p  (oci),  q)'  («i),  V2  9"  (''^i)  •  •  •     I^ie  Gleichung  lautet  also  kürzer 

Da  nun  (p  (cc)  durch  (a  —  «i)"'  theilbar  ist,  so  ist 

^,(«0  =  0,     gp'(ai)  =  0,     ....     gp(— i)(ai)  =  0, 

und  die  vorige  Gleichung  geht  über  in 

l    d'^'v        ,  ^  /    N    ,  ,     l   d'^v       ,  , ,    -,        r. 

Sie  wird  erfüllt,  wenn  wir 

d'^v  d'^+^v d'^v 

dx'"'        dx"'  +  ^        *"        dx"" 

setzen,  d.  h. 

V  =  ho  -\-  hl  X  -\-  J12  x^  -\-  •  • '  -\-  hm-\  ^"*~^ 
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Das  particuläre  Integral  lautet  dann 

es  enthält  also  m  willkürliche  Constanten.  Da  ausserdem  noch 
n  —  m  particuläre  Integrale  von  den  Wurzeln  a„i  +  iT  «m  +  2,  ■••«« 
herrühren,  so  sind  auch  hier  wieder  in  dem  vollständigen  Integral 

(II)     y  =  e«i^  (Äo  +  /h  ^  H h  Jhn-i  oc^"-')  +  c,„  +  i  e"»^  +  i"  ^ 

n  willkürliche  Constanten  vorhanden. 

Dasselbe  Verfahren  findet  Anwendung,  wenn   die  Gleichung 
g)  (a)  ^  0  mehr  als  eine  Gruppe  von  gleichen  Wurzeln  besitzt. 


§•  40. 
Nichthomogene  lineare  Differentialgleichungen. 

Wir  haben  noch  die  lineare  Differentialgleichung  zu  unter- 
suchen, welche  ein  von  y  und  den  Differentialquotienten  freies 
Glied  enthält,  also 

/IN  ^"2/    I         d'^-'^y    .  ,  dy    ,  „ 

^1)      ^«  ^  +  "-  Ji^  +  •••  +  ''-'  Tx  +  ^"^  =  ^' 

Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  1^ter  Ordnung  lässt 
sich  in  zwei  verschiedenen  Weisen  zurückführen  auf  die  Integra- 
tion einer  ganz  ähnlich  lautenden  Differentialgleichung  (n  —  l)ter 
Ordnung.  Es  bedarf  dazu  nur  der  Kenntniss  eines  particulären 
Integrals  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  «ter  Ord- 
nung. Beide  Wege  hat  Lag  ränge  im  3.  Bande  der  Miscellanea 
Taurinensia  eingeschlagen*). 

Der  erste  Weg  ist  folgender.  Man  verstehe  unter  s  eine  vor- 
läufig noch  unbekannte  Function  von  x^  multiplicire  beide  Seiten 
der  Gleichung  (1)  mit  zdx  und  führe  links  in  allen  Gliedern  mit 
Ausnahme  des.  letzten  die  Integration  nach  Theilen  aus.  Dabei 
ergibt  sich 


*)  Sav  rintegration  de  l'equation 

y  ^    dt  ^   dt^  ^    dt^  ^    ~  ' 

daus  laquelle  L,  31,  N . . .  T  sont  des  fonctious  de  t.  (Miscellanea  Tauriueusia. 
Tomus  III.     1752  —  1765.     p.  182.) 
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lanSydx=lanSydx 

/  a„_i  z  ^  dx  =^  a,i_i  sy  —  \  y  — ^^ dx 

J  dx  "^      J  dx 

j ''''-''  dx^'^'^ -"'''-"' dx   y    dx    ^jy   dx^   "^^ 

u.  s.  f. 
In  dem  Resultate  der  Umformung  setzen  wir 

W    ~7r7;^i ^^n-1 \ TT,^^^  \ [-{—^)an&  —  ^. 


dx'"'  dx""-^      '       dx 

Dann  bleibt  stehen 


(2)    /z..;.  =  ,(„.._,.  _%i^  +  '*%i£) -  +  ...) 

I     dy  /                 d(an-3^)    ,    d^(an-i2) 
i    -;r-  1  ««-2  ^ :t- h 


dx  \  dx  dx^ 

,d^yf  d(an-iz)    ,d^(an-5s)         , 

+  JF^  V  "-^^  ^^         ^         ^^^  ^ 

+  ••• 

Kennt  man  also  ein  particuläres  Integral  s  der  homogenen 
linearen  Differentialgleichung  (a)  und  führt  dieses  in  die  Gleichung 
(2)  ein,  so  hat  man  nur  noch  eine  Differentialgleichung  (n  —  l)ter 
Ordnung  zu  integriren. 

Auf  dem  zweiten  Wege  setzt  man  voraus,  dass  ein  particuläres 
Integral  der  homogenen  linearen  Differentialgleichung 

n\  d^'v    .         (^"-1 V    .  ,  dv    ,  ^ 

^^^      ''''dFn+^^J^^r  +  --  +  ^n-.j-^  +  a^v  =  0 

bereits  gefunden  sei.   Wir  setzen  dann,  um  der  ersten  Differential- 
gleichung zu  genügen 

y  =  u  .V, 
und  verstehen  unter  u  eine  noch  unbekannte  Function  von  x.    Die 
gegebene  Differentialgleichung  geht  dadurch  über  in 
^  i      d^v    ,         d^'-^v    .  , 

,    du     f  d'^-^v    ,    ,  ,,       d^'-^v    , 

+  .^  •  |%«o  ^^^,  +  (n  -  l)x%  j^^,  + 

+  '- 
,    d^u 
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Die  erste  Klammer  ist  =  0.  Die  übrigen  Klammergrössen  sind 
bekannte  Functionen  von  x.  Wir  bezeichnen  sie  also  mit  einfachen 

Buchstaben  und  setzen  ausserdem  ^—  =  u'.     Dann  hat  man  zur 

dx 

Bestimmung  von  u'  die  Differentialgleichung 

(3)  i/^l  +  i,%^  +  ...  +  K-.  %  +  K-.^  =  X 

Diese  ist  von  derselben  Form  wie  die  ursprünglich  vorgelegte 
Gleichung,  aber  von  der  um  1  verminderten  Ordnung. 

Lagrange  macht  in  dem  oben  citirten  Aufsatze  noch  die  Be- 
merkung, dass  man  von  der  Differentialgleichung  (1)  aus  zu  einer 
ebenfalls  linearen  Differentialgleichung  {n  —  99i)ter  Ordnung  ge- 
langt, wenn  m  particuläre  Integrale  der  Differentialgleichung  (a) 
oder  der  Differentialgleichung  (b)  bekannt  sind.  Dabei  ist  natür- 
lich m  höchstens  =  n.  Für  diesen  äussersten  Fall  führt  La- 
grange die  Rechnung  durch  in  einem  Aufsatze,  der  unter  den 
Nouveaux  Memoires  de  l'Acaclemie  de  Berlin  vom  Jahre  1775*) 
abgedruckt  ist.     Das  Verfahren  ist  folgendes. 

Hat  man  n  von  einander  unabhängige  particuläre  Integrale  der 
homogenen  linearen  Differentialgleichung  (b) ,  nemlich  fi,  v-i^  ...  ■?;„, 
so  ist  das  vollständige  Integral  von  der  Form 

und  Ci,  C2,  ...  c„  sind  die  willkürlichen  Constanten.  Um  nun  die 
Differentialgleichung  (1)  zu  integriren,  setzen  wir 

(4)  ^   =^  W^  ^,^    -|-   ^2  ?;2   + 1-  Un  Vn 

und  betrachten  u^ ,  U2 ,  . . .  Un  als  unbekannte  Functionen  von  x. 
Werden  aus  der  Gleichung  (4)  die  ersten  n  Difierentialquotienten 
gebildet  und  diese  in  (1)  eingesetzt,  so  erhält  man  eine  Differen- 
tialgleichung, der  die  n  Functionen  Ui^  u^,  %  ...  m„  Genüge  leisten 
müssen.  Zur  völligen  Bestimmung  der  Functionen  u  haben  wir 
aber  ausserdem  noch  n  —  1  Gleichungen  nöthig.  Diese  wählen 
wir,  da  sie  in  der  Aufgabe  nicht  gegeben  sind,  in  der  Weise,  dass 
bei  den  ersten  n  —  1  Differentiationen  der  Gleichung  (4)  jedesmal 
der  Inbegriff  derjenigen  Glieder  =  0  gesetzt  wird,  welche  die 
Differential quotienten  von  Uj^ ,  11.2  .^  ...  Un  enthalten.  Dadurch  er- 
gibt sich 


*)  Eecherclies  sur  les  suites  recurrentes  etc.     Article  1,  §.  5. 
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^  ^      dvu  -^      dtiTc       ^ 


(c) 


h=l  h=l 


d^  y       ^       d'^ Vu  -^ dvk  dujc 


d^'-^y   ^      d'^-'^vu  -^d'^-^vu  du^ 


(tl) 


dx''-^   ~^'^^  dx"^-^'  ^dx^-^    dx    " 

Dagegen  wird 

J^~-^**^  dx''  '^^  dx""-^   dx' 
Der  Ausdruck  für  y  aus  Gleichung  (4)  und  die  eben  erlangten 

Ausdrücke  der  Differentialquotienten  -=-^,  -t—^,  •••  ~r-^  sind  in  die 

^  dx    dx^         dx'^ 

Differentialgleichung  (1)  einzusetzen.    Dadurch  erhält  man 

""'  r  7^  +  ^^  l^^  +  -  +  ^'-^  ^  +  "^"V 

j^     ^  d'^-'^Vk    duk -^ 

?c  =  l 

Nun  ist  aber  vermöge  der  Differentialgleichung  (b)  der  Factor 
von  Uk  in  der  ersten  Reihe  =  0  für  7i;  =  1,  2,  3,  . . .  w.  Die  letzte 
Differentialgleichung  geht  also  über  in 

•^d^'-'^Vk    dUk jr 

Diese   nehmen   wir  zusammen  mit  den  Gleichungen  (d).     Dann 

,      1  .  n      i.'  j  TT    u    1  ,         dUi     ClU.2  CiUn 

haben  wir  zur  Bestimmung  der  n  Unbekannten  -^ — ,  -^ — ,  ...  -^ — 

die  folgenden  n  Gleichungen 

dU]    ,        duo    .        du^    ,           ,        dun 
"^  ^  +  "^  ^  +  "^  ^  +  •••  +  "'^  -^  =  ^' 
dvi  dui        dv2  du2  ^^  dv^  du^  ^.  dvn  dUn ^ 

d^  Vi  dui  _.     d^  V.2  du2    ^_  d^  v^  d  u-^  .     d^Vn  dUn ^ 

dx^   dx         dx'^    dx         dx^    dx  ~^  dx^    dx  ' 


d'^—^Vidui  _.d'^~^V2du2  _,  d"'~^v-idUi  ^^d'^~^VndUn ^ 

d x""-^  d X  ^  d x'^-^'dx^  ~^  dx"^-^  dx     ■  ^  dx"--'^  dx           ' 

d^—^Vidui^.d'^~''-V2du2  _,  d'^~'^v^du?,  ^.        ^^d'^~'^VndUn X 

dx^-'^  dx    '  dx^-'^  dx   "^  dx'^-'^  dx   "'  '""'  dx'^-'^  dx       «o 
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Die  Coefficienten  der  n  Unbekannten  und  die  Function  —  sind  be- 

kannt.      Es  kömmt  also  nur  darauf  an,   durch  Elimination   die 
Werthe  der  Unbekannten  zu  bestimmen.     Ergibt  sich  dabei 

dujc  .  s 

so  ist  (p]i(x)  eine  bekannte  Function  von  x,  und  wir  erhalten 
(5)  tiTc  =  I   (p}c(x)dx        fe  =  1,  2,  3,  ...  w. 

Die  Bestimmung  der  Functionen  u  ist  also  auf  ein  Problem 
der  Integralrechnung,  oder,  wie  man  sich  ausdrückt,  auf  einfache 
Quadratur  zurückgeführt. 

Man  nennt  dieses  Verfahren  von  Lagrange  die  Methode  der 
Variation  der  Constanten. 

Ein  ganz  analoger  Weg  ist  einzuschlagen,  wenn  nur  m  parti- 
culäre  Integrale  von  (b)  bekannt  sind  (m  <^  n).  Zuerst  betreten 
ist  dieser  Weg  für  m  <C  n  von  d'Alembert*).  Man  vergleiche 
darüber  auch  die  späteren  Arbeiten  von  Libri*^'),  Malmsten***) 
und  Joachimsthalf),  sowie  die  Darstellung  von  Baltzerff). 


IL     Partielle  Differentialgleichungen. 


§.41. 

Definition.    Lineare  partielle  Diiferentialgleichungen 
zweiter  Ordnung. 

Wir  haben  bis  jetzt  eine  Function  y  als  abhängig  von  nur 
einer  Variablen  x  angesehen.  Bei  den  physikalischen  Erscheinun- 
gen, welche  wir  betrachten  wollen,  treten  nun  aber  mehrere  unab- 
hängig veränderliche  Grössen  auf:  die  Zeit  und  die  drei  Baum- 


*)  Miscell.  Taur.  T.  3.  p.  381. 
**)  Grelle.     Bd.  10.  p.  185. 
***)  Grelle.     Bd.  39.  p.  91. 
t)  Grelle.     Bd.  40.  p.  48. 
ff)  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten.    3.  Aufl.  Leipzig.  1870. 
9.     3.  4. 
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coordinaten.    Diese  Untersucliungen  werden  uns  also  auf  partielle 
Differentialgleicliungen  führen. 

Betrachten  wir  zunächst  eine  Function  m,  die  von  zwei  unab- 
hängigen Variabein  x  und  t  abhängt,  also 

u  ■=^  (p{x,  t). 
Diese  Function  u  hat  die  beiden  Differentialquotienten  erster  Ord- 
nung 

du      du 

dx'    eT' 

die  drei  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung 
d^u       d^u        öHi 

dx^ '  dxdt '  yp" ' 

u.  s.  f. 

Jede  Gleichung  zwischen  u  und  irgend  welchen  partiellen 
Differentialquotienten  dieser  Function  heisst  eine  partielle  Diffe- 
rentialgleichung. Die  Ordnung  wird  hier  wieder  nach  dem  höch- 
sten darin  vorkommenden  Differentialquotienten  bestimmt. 

Eine  Function  m,  die  der  partiellen  Differentialgleichung  Ge- 
nüge leistet,  wird  eine  Lösung  derselben  genannt. 

Vom  grössten  Interesse  sind  die  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung,  weil  die  meisten  physikali- 
schen Fragen  auf  solche  Gleichungen  führen.  Die  allgemeine 
Form  derselben  ist  bei  zwei  unabhängigen  Variabein 

7  d'^u    ,  d^u     ,        d-u    .        du    .       du    , 

dx^    '        -dxdt    '        dP    ^        dx    ^        dt     ^ 
und  besonders  wichtig  ist  der  Fall,  dass  sie  homogen  sind,  dass 
also  s  =  0  ist.     Mit  der  Untersuchung  dieses  Falles  wollen  wir 
uns  daher  hauptsächlich  beschäftigen. 

Sind  die  Coefficienten  Z,  »w,  m,  _p,  g,  r  constante  Grössen,  so  ist 
es  leicht,  particuläre  Lösungen  der  homogenen  Gleichung 

,82m    .         d^u     ,        d'^u    ,        du    ,       du    , 
d  x^    '         dxdt  dt^     '        dx    '        dt 

zu  finden.     Wir  setzen,  analog  dem  Verfahren  in  §.  39,  in  diesem 
Falle 

U   =   eax  +  ßt^ 

Dann  ist 

du  du        ^ 

d^u  ,         d^u  „         d^u        ., 

—-  =  uHi,    —~-  —  aßu,     ——  =  ß^u. 
d  x^  dxdt  dt^ 
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Folglich  geht  die  partielle  Differentialgleichung  über  in 

u  '  hcc^  -^  maß  -\-  nß^-  -^  pa  -^  qß  -\-  r\  =  0. 

Hier  haben  wir  die  Klammergrösse  =  0  zu  setzen.  Dadurch  ergibt 
sich  eine  quadratische  Gleichung  in  a  und  ß.  Wir  können  also 
die  eine  der  beiden  Grössen,  etwa  /3,  beliebig  wählen,  und 
erhalten  zu  jedem  Werthe  von  ß  aus  der  Gleichung  zwei  be- 
stimmte zugehörige  Werthe  von  a.  Es  gibt  also  eine  unendliche 
Menge  zusammengehöriger  Werthe  von  a  und  /3,  welche  der  Be- 
dingungsgleichung 

Icc^^  -^  maß  ^  nß'^  ^  2)a  -\-  qß  -\-  r  =  0 
genügen,  und  folglich  haben  wir  auch  unendlich  viele  particuläre 
Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichung. 

Hierin  liegt  ein  wesentlicher  Unterschied  der  partiellen  und 
der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen,  da  die  letzteren  nur  eine 
endliche  Anzahl  unabhängiger  particulärer  Integrale  besitzen. 

Sind  Z7i,  Z72,  Ca,...  particuläre  Lösungen  der  homogenen 
linearen  partiellen  Differentialgleichung,  so  kann  man  jede  mit 
einer  willkürlichen  Constanten  multipliciren  und  erhält  durch  Ad- 
dition der  Producte  wieder  eine  Lösung  der  homogenen  Gleichung. 
Auf  diese  Weise  setzt  sich  aus  den  unendlich  vielen  particulären 
Lösungen  die  allgemeine  Lösung  zusammen,  die  demnach  un- 
endlich viele  willkürliche  constante  Grössen  enthält. 

Die  Auffindung  der  particulären  Lösungen  ist  meistens  mit 
gar  keiner  Schwierigkeit  verknüpft.  Man  kann  also  auch  die  all- 
gemeine Lösung  dann  leicht  herstellen.  Mit  solchen  allgemeinen 
Lösungen,  in  denen  die  Constanten  willkürliche  Werthe  haben,  ist 
aber  so  gut  wie  nichts  gewonnen.  Vielmehr  liegt  bei  den  Auf- 
gaben, die  auf  partielle  Differentialgleichungen  führen,  der  wich- 
tigste Punkt  der  Frage  darin,  die  Constanten  so  zu  bestimmen, 
dass  gewisse  Nebenbedingungen  erfüllt  werden.  So  hat  man  z.  B. 
die  allgemeine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  gefun- 
den für  die  Schwingungen  elastischer  Flächen,  also  für  die  Klang- 
figuren, kann  aber  aus  dieser  allgemeinen  Lösung  die  Figuren 
selbst  durchaus  nicht  finden,  sondern  hat  noch  unendlich  viele  Be- 
dingungen zu  berücksichtigen  besonders  für  das,  was  am  Rande 
solcher  schwingenden  Platten  vor  sich  geht. 
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§.  42. 

Beispiel. 

Wir  nehmen  als  Beispiel  die  partielle  Differentialgleichung 
...  du  „  d^u 

(')  81  =  «    8^' 

welche  sich  auch  in  der  Folge  ergeben  wird  für  die  Bewegung  der 
Wärme,  wenn  man  nur  auf  eine  Dimension  Rücksicht  nimmt.  Es 
ist  nicht  schwer,  particuläre  Lösungen  zu  finden.  Die  Aufgabe 
wird  aber  schwierig  durch  gewisse  Nebenbedingungen.  Wenn  also 
u  =  g)(x,  t)  dieser  partiellen  Differentialgleichung  genügt,  so  fragt 
es  sich,  welche  Bedingungen  hinreichen,  damit  cp(x,t)  eine  völlig 
bestimmte  Function  werde.  Da  findet  sich,  dass  die  Function  voll- 
kommen bestimmt  wird,  wenn  noch  die  Bedingung  hinzukommt, 
dass  für  einen  bestimmten  Werth  von  t  die  Function  u  sich  auf 
eine  bestimmte,  aber  ganz  beliebig  genommene  Function  von  x 
reducirt.  Also  es  soll  sein 
(2)  u=f{x)     für^  =  0. 

Wir  gehen  hier  wieder  von  particulären  Lösungen  der  partiellen 
Differentialgleichung  aus.     Setzen  wir 

SO  ergibt  sich  aus  der  Differentialgleichung  für  a  und  ß  die  Bedin- 
gungsgleichung 

ß  —  a^  «2. 
Wir  haben  also 

als  particuläre  Lösung.  Da  a  ganz  beliebig  gewählt  werden 
kann,  so  dürfen  wir  auch  «V  —  1  statt  a  setzen.  Es  sind  demnach 
auch 

gaaV^   _   ß  —  a^a^t 

und  

g  — axT— 1    ^    g  —  a^a^t 

particuläre  Lösungen,  die  wir  mit  willkürlichen  Constanten  multi- 
pliciren  und  addiren  dürfen.  Wir  multipliciren  die  erste  mit 
g— aAT-i^  die  zweite  mit  e  +  '^^'V— i  und  erhalten  durch  Addition  und 
Subtraction  die  beiden  particulären  Lösungen 
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Q-a^a^t  ^  cos  Di  (X  —   A), 

g_a2a2t  .  sina{x  —  A), 

bei  denen  wir  den  constanten  Factor  2  und  resp.  2  .  V —  1  weg- 
gelassen haben. 

Um  die  allgemeine  Lösung  herzustellen,  haben  wir  w  stetig 
variabel  zu  nehmen,  jeden  Werth,  den  die  Function  u  für  ein 
specielles  a  annimmt,  mit  einer  von  x  und  t  unabhängigen  Grösse 
zu  multipliciren  und  die  unendlich  vielen  Producte  zu  addiren. 
Ist  also  F(xJ,a)  eine  particuläre  Lösung,  so  multipliciren  wir  sie 
mit  i}j(a)da.     Dann  ist  auch 

I    1p  (cc)  F(x,  t,  a)  d  a 

eine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung.  Denn  dieses 
Integral  ist  eine  Summe  von  unendlich  vielen  Specialwerthen  der 
Function  F {x^t^a)  für  unendlich  viele  verschiedene  a,  deren  jeder 
mit  einer  von  x  und  t  unabhängigen  Grösse  ip{a)da  multiplicirt  ist. 
In  unserm  Falle  können  wir  zunächst  für  dasselbe  a  die  par- 
ticuläre Lösung 

ß-a^a^t  cosa(x  —  A) 

mit  ip  (A)  d  A  multipliciren  und  darauf  zwischen  vorläufig  beliebigen 
Grenzen  c^  und  C2  integriren.     Dann  ist  auch 


0-2 


^-a^aH  COS  a{x  —  A)  ^  (A)  d  A 

eine  particuläre  Lösung.  Diese  multipliciren  wir  mit  d  a  und  inte- 
griren zwischen  den  Grenzen  hy  und  h.2.  Fügen  wir  noch  einen 
constanten  Factor  7^  hinzu,  so  wird  auch 

62  Ca 

II  =:  h  I   da  I  e-«''«''*  cos  a(x  —  l)ip  (A)  d  A 

&1  Cl 

eine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung.  Setzen  wir  hierin 
t  =  0  und  berücksichtigen  die  Bedingung,  dass  dann 

u=f(x) 
sein  soll,  so  findet  sich 

f(a:)  ^  h  I   da   /  cosa(x  —  X)il){X)dL 
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Nach  Fourier's  Satze  {§.  32.  Formel  (50)}  ist  aber 

CO  00 

f[x)  =—   /  du  I  cosa(x  —  X)f{X)dX. 

0  —«1 

Damit  also  der  Nebenbedingung  genügt  werde,  haben  wir  zu  setzen 

hl  =  0,     ^2  =  CO , 

Ci    ^=    —    00  ,        C2    =    CO  . 

Unsere  Aufgabe  ist  daher  völlig  gelöst,  wenn  wir 


u 


CO  CO 

-  f  da    f  e~''^'^'*f{V)COsa{x  —  l)dl 

0  — 00 


nehmen.    Dieser  Ausdruck  lässt  sich  noch  vereinfachen  durch  Um- 
kehrunff  der  Integrationsordnung.   Es  ist  dann  zuerst  das  Integral 


a> 


auszuführen.  Der  Werth  desselben  findet  sich  aus  §.  18  Formel 
(35),  nemlich 

=  27,1/7'' 
Danach  erhalten  wir  also 

00 

Es  ist  nicht  uninteressant,  diesen  Werth  noch  einmal  zu  verifi- 
ciren,  indem  man  zeigt,  dass  er  den  beiden  Bedingungen  genügt. 
Dass  er  die  partielle  Diti'erentialgleichung  erfüllt,  erkennt  man 
leicht,  indem  man  die  Differentiationen  ausführt.  Es  reicht  dazu 
auch  hin,  nachzuweisen,  dass 

p         icfit 

eme  particuläre  Lösung  ist.  Um  aber  den  Werth  zu  finden,  den 
der  letzte  Ausdruck  von  u  für  t  =  0  annimmt,  ist  es  zweckmässig, 
das  Integral  etwas  umzuformen.  Führt  man  für  A  eine  andere 
Variable  ein,  so  dass  der  Exponent  von  e  das  negative  Quadrat 
der  neuen  Variablen  ist,  also 
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so  wird 

00 

(P)  *^  =  T7=  ff(x-i-2aßV't)e-ß'dß. 

Dieser  Ausdruck  geht  für  ^  =  0  über  in 


V 


CD 

l.ff(x)e-ß^dß 


CO 


d.  h.  mit  Rücksicht  auf  §.17,  Formel  (33)  in 

2        1     — 

y^-  2V^/<^^)=•^^•^)• 
Die  partielle  Differentialgleichung,  welche  wir  hier  behandelt 
haben,  bildet  den  Gegenstand  der  Untersuchung  in  den  §§.  49  bis  60 
des  folgenden  Abschnittes.  Immer  werden  wir  von  der  particulären 
Lösung  

ß±axy—l  —  a'^a^t 

ausgehen  und  die  allgemeine  Lösung  aus  unendlich  vielen  particu- 
lären Lösungen  zusammensetzen.  Diese  bildet  bei  allen  Aufgaben 
den  gemeinsamen  Ausgangspunkt.  Sobald  wir  aber  auf  die  je 
nach  der  Aufgabe  verschiedenen  Nebenbedingungen  Rücksicht 
nehmen,  gelangen  wir  zu  Lösungen,  die  trotz  des  gemeinsamen 
Ausgangspunktes  von  einander  völlig  abweichen. 


§.  43. 
Beispiel. 
Wir  wollen  jetzt  die  partielle  Differentialgleichung  nehmen 

die  bei  dem  Problem  der  schwingenden  Saiten  sich  ergeben  wird, 
Sie  ist  die  erste  partielle  Differentialgleichung,  die  überhaupt  be- 
handelt worden  ist.  Die  Function  u  ist  hier  noch  nicht  bestimmt, 
wenn  man  nur  eine  Bedingung  hinzufügt.  Wir  stellen  also  zwei 
Bedingungen  auf,  nemlich 

Riemann.    Partielle  Differentialgleichungen,  g 
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(2)  u=f{x)       für  ^  =  0, 

(3)  '^-^  =  F{x)      für^  =  0. 

Die  Aufgabe  lässt  sich  in  zwei  zerlegen,  indem  wir  das  eine 
Mal  eine  Function  suchen,  die  der  partiellen  DiiFerentialgleichung 

genügt  und  für  ^  =  0  gibt  m  =y(a;),  —  =  0;    das   andere    Mal 

eine  Function,  die  der  partiellen  Differentialgleichung  genügt  und 

für  t  =  0  gibt  w  =  0,  -^  =  F(x). 

I.     Wir  suchen  zunächst  eine  Function,  welche  die  partielle 
Differentialgleichung  erfüllt  und  den  Bedingungen  genügt 
(2*)  ti=f(x)        für  i  =  0, 

(3*)  |l  =  ^  fürr=0. 

Als  particuläre  Lösung  der  Gleichung  (1)  versuchen  wir 

Diese  genügt  der  Gleichung  (1),  wenn 

Wir  erhalten  also  als  particuläre  Lösung 

worin  wir  auch  a  mit  a]/ — 1  vertauschen  dürfen.    Thun  wir  dies, 
so  erhalten  wir  die  neuen  particulären  Lösungen 
cos  a(x-\-at)  und  cos  cc(x  —  a  t) 
und  ebenso  die  beiden  anderen  Lösungen 

sin  a{x-\-at)  und  sin  a(x  —  at). 
Die  beiden  ersten  Lösungen  multipliciren  wir  mit  dem  von  x  und  t 
unabhängigen  Factor  cosaX^  die  beiden  anderen  mit  s«fi  a  A .und 
erhalten  dann  durch  Addition 

cos cc [x  —  X-\- at)  -f-  cos  a(x  —  A  —  at). 
Diese  particuläre  Lösung  ist  schon  so  beschaffen,  dass  sie  der  Be- 
dingung (3*)  genügt.     Multipliciren  wir  sie  mit  f(l)dX  und  inte- 

griren  nach  A  von  —  oo  bis  -|-  oo ,  multipliciren  weiter  mit  -^da 

und  integriren  nach  a  von  0  bis  oo,  so  ergibt  sich 

03  00 

«  =  —       dal  f{l)  )cos  tt{x  —  A  -f-  at)  -\-  cos  a(x  —  A  —  atn  dk 
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oder  wenn  wir  Fourier's  Satz  beachten: 
(I)  u  =  1  |/(^  +  a^)  -f-  f{x  -  af )} . 

Diese  Lösung  genügt  der  partiellen  Differentialgleichung  (1)  und 
den  beiden  Bedingungen  (2*)  und  (3*),  wie  man  nachträglich  auch 
leicht  verificiren  kann. 

IL   Die  Function  u  soll  so  bestimmt  werden,  dass  sie  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  (1)  und  den  Bedingungen 
(2**)  u  =  0         für  f  =  0, 

(3**)  |l  =  -^<^^)    „    ^  =  0 

genügt. 

Hier  gehen  wir  von  den  beiden  particulären  Lösungen 
sin  a(x  —  A  -|-  a  t)  und  sin  a(x  —  X  —  at) 
aus  und  machen  die  Bemerkung,  dass  ihre  Differenz  der  Bedingung 
(2**)  bereits  Genüge  leistet.      Wir  nehmen  also   die  particuläre 
Lösung 

sin  a(x  —  k-\-at)  —  sin  a(x  —  /l  —  at). 
Der  nach  t  genommene  Differentialquotient  ist 

aa\cosa(x  —  k-\-at)  -{-  cos  a  (x  —  l  —  at)\ 

und  geht  für  t  ^=  0  über  in 

2  a  a  cos  cc(x  —  l). 
Für  ^  =  0  soll  aber 

OC  CO 

y^  =  F(x)  =  -  jd a  JF{X)  cos  a(x—k)cU 

0  —  cc 

sein.  Dies  erreichen  wir,  indem  wir  aus  der  particulären  Lösung 
herleiten 

CO  OD 

M  =  ^ /  —  /  F  (k)  lsina(x  —  A-f-«f)  —  sina(x  —  A  —  at)\dk. 


GO 


Hier  können  wir  die  Ordnung  der  Integration  umkehren  und  erhalten 
2  anti  = 


f-nr^.  71      r sina(x  —  lA-at)   ,  f'sinaix  —  l  —  at)   , 

—  00  (.0  0  ) 

Die  beiden  Integrale  in  der  Klammer  sind  nach  §.  14  Formel  (23) 
zu  behandeln.     Danach  findet  sich,  dass  der  Inhalt  der  Klammer 

8* 
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=  0  ist,  wenn  x  -\-  at  <Z  ^  oder  wenn  x  —  at  '^  l^  dagegen  den 
Werth  7C  besitzt,  wenn  x  -\-  at  '^  l  '^  x  —  at  ist.  Dadurch  geht 
u  über  in 

X  -\-  at 

(II)  u  =  ^jFmdL 

X  —  ffl  t 

Dass  diese  Function  den  Bedingungen  (1),  (2**)  und  (3**j  ge- 
nügt, lässt  sich  nachträglich  auch  leicht  zeigen. 

III.  Soll  die  ursprünglich  in  diesem  Paragraphen  gestellte 
Aufgabe  gelöst,  also  eine  Function  u  bestimmt  werden,  welche  die 
Gleichungen  (1),  (2),  (3)  erfüllt,  so  haben  wir  die  Lösungen  (I)  und 

(II)  durch  Addition  zu  verbinden.     Wir  erhalten  dann 

X  -\-  at  - 

(III)  u  =  1/2  [/(x^at)  J^f(x-at)^  +  ^fF(l)dL 


Vierter   Abschnitt. 
Bewegung  der  Wärme  in  festen  Körpern. 


I.    Ableitung  des  G-rundgesetzes. 

§•  44. 
Wärme.   Specifische  Wärme.   Temperatur. 

Wir  wenden  die  Theorie  zunächst  an  auf  die  Lehre  von  der 
Bewegung  der  Wärme  in  festen  Körpern.  Dabei  ist  es  gleichgültig, 
ob  wir  die  Wärme  als  einen  Stoff  ansehen  oder,  wie  es  aus  der 
Analogie  anderer  physikalischen  Erscheinungen  wahrscheinlich  ist, 
als  lebendige  Kraft,  hervorgebracht  durch  die  wellenförmige 
Bewegung  eines  Wärmeäthers.  Wir  drücken  uns  der  Einfachheit 
wegen  so  aus,  als  ob  die  Wärme  etwas  Materielles  wäre.  Nach 
der  Erfahrung  kann,  dann  also  ein  Körper  mehr  oder  weniger 
Wärme  in  sich  aufnehmen  oder  abgeben,  und  er  geht  bei  der  Auf- 
nahme wie  bei  der  Abgabe  in  einen  anderen  W^ärmezustand  über. 
Bei  jedem  Körper  können  wir  zwei  bestimmte  Wärmezustände  de- 
finiren.  In  dem  ersten  Zustande  befindet  sich  der  Körper,  wenn 
er  ringsum  mit  schmelzendem  Eis  umgeben  ist,  in  dem  zweiten, 
wenn  er  sich  in  siedendem  Wasser  befindet,  und  wenn  er  in  beiden 
Fällen  mit  der  Umgebung  nicht  in  Wärmeaustausch  tritt. 

Für  die  Physik  ist  es  von  besonderem  Interesse,  die  Wärme- 
menge zu  bestimmen,  welche  die  Masseneinheit  eines  Körpers  in 
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dem  Wärmezustande  des  siedenden  Wassers  mehr  besitzt  als  in 
dem  Wärmezustande  des  schmelzenden  Eises.  Diese  Wärmemenge 
nennt  man  die  specifische  Wärme  dps  Körpers. 

Um  die  specifische  Wärme  zu  messen,  bedürfen  wir  einer 
Wärmeeinheit,  Wir  wählen  dazu  die  Wärmemenge,  welche  nöthig 
ist,  um  die  Masseneinheit  Wasser  aus  dem  Wärmezustande  des 
schmelzenden  Eises  in  siedendes  Wasser  zu  verwandeln.  Oder  mit 
anderen  Worten:  wir  setzen  die  specifische  Wärme  des  Wassers  =  1. 

Mit  dieser  Wärmeeinheit  reichen  wir  aus.  Doch  ist  es  für  die 
Theorie  vortheilhaft,  ein  anderes  Maass  einzuführen,  nemlich  die 
Temperatur.     Wir  definiren  dieselbe  folgendermaassen : 

Die  Temperatur  ii  ist  eine  Verhältnisszahl,  welche  für  irgend 
einen  Wärmezustand  angibt,  das  Wievielfache  der  specifischen 
Wärme  C  die  Masseneinheit  des  Körpers  in  eben  diesem  Zustande 
mehr  besitzt  als  im  Zustande  des  schmelzenden  Eises. 

Für  den  Zustand  des  schmelzenden  Eises  ist  also  die  Tem- 
peratur it  =  0,  für  den  des  siedenden  Wassers  ist  *t  =  1,  und  für 
einen  Zustand,  der  zwischen  jenen  beiden  liegt,  ist  u  ein  echter 
Bruch.  Die  Temperatur  u  kann  natürlich  auch  über  1  hinaus 
wachsen  und  unter  0  herabsinken.  Der  erste  Fall  tritt  ein,  wenn 
der  Körper  aus  dem  Zustande  des  siedenden  Wassers  in  einen 
andern  Wärmezustand  übergeht  durch  Aufnahme  neuer  Wärme, 
der  zweite  Fall,  wenn  er  aus  dem  Zustande  des  schmelzenden  Eises 
in  einen  andern  übergeht  durch  Abgabe  von  Wärme.  Dass  mit 
der  Temperatur  das  Volumen  des  Körpers  sich  verändert,  ist  hier 
eine  Nebensache,  die  nicht  in  Betracht  kommt. 

Die  Wärmemenge  W,  welche  ein  Körper  von  der  Masse  M 
und  der  specifischen  Wärme  C  bei  der  Temperatur  u  enthält,  ist 
also 

W  =  M.  C  .u. 

Dabei  ist  natürlich  vorausgesetzt,  dass  der  Körper  seiner  ganzen 
Ausdehnung  nach  dieselbe  specifische  Wärme  besitzt,  und  dass 
jede  Masseneinheit  gleich  viel  Wärmemenge  enthält.  Bei  der  Tem- 
peratur 0  ist  dann  in  jedem  Körper  die  Wärmemenge  0  vorhanden. 
Bei  den  festen  Körpern  findet  eine  unmittelbare  Wirkung  der 
Wärme  nur  in  unendlich  kleiner  Entfernung  statt,  sei  es,  dass  sie 
für  weitere  Entfernungen  entweder  wirklich  aufhört  oder  nur 
wegen  ihrer  Kleinheit  sich  den  Sinnen  entzieht.  Eine  zweite  Vor- 
aussetzung, welche  wir  machen,  ist  die,  dass  die  Wirkung  zwischen 
zwei  unendlich  nahen  Theilen  dem  Unterschied  der  Temperatur 
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oder  Wärmemenge  proportional  ist,  und  zwar  nehmen  wir  die  Wir- 
kung als  eine  ausgleichende  an,  so  dass  der  wärmere  Theil  an  den 
weniger  warmen  etwas  abgibt.  Aus  diesen  beiden  Voraussetzun- 
gen haben  wir  zunächst  allgemeine  Folgerungen  und  Formeln  ab- 
zuleiten. 

§.  45. 
Wärmeaustausch  parallel  zur  Axe  der  x. 

Wir  betrachten  einen  Körper,  welcher  ungleichmässig  erwärmt 
ist,  aber  so,  dass  die  Temperatur  zu  einer  und  derselben  Zeit  nur 
abhängt  von  der  x-Coordinate  eines  jeden  Punktes.  Dann  ist  also 
eine  zur  x-Axe  rechtwinklig  gelegte  Ebene  in  allen  ihren  Punkten 
gleichmässig  erwärmt,  und  ihre  Temperatur  ändert  sich  nur  mit 
der  Zeit  t. 

Nehmen  wir  nun  zu  verschiedenen  Seiten  einer  solchen  Ebene 
zwei  unendlich  nahe  gelegene  Punkte ,  im  Abstände  x  und  x  -\-  x' 
von  der  «z-^- Ebene.  Es  handelt  sich  um  ihre  Temperatur  in  dem- 
selben Zeitmomente,  nachdem  seit  einem  gewissen  Anfangstermin 
die  Zeit  t  verflossen  ist.  Die  Temperatur  in  dem  ersten  Punkte 
bezeichnen  wir  mit  u.  Sie  hängt  nach  der  Voraussetzung  nur  von 
x  ab.     In  dem  zweiten  Punkte  wird  also  die  Temperatur  sein 

oder  da  wir  die  höheren  Potenzen  der  unendlich  kleinen  Grösse  x' 
gegen  die  erste  Potenz  vernachlässigen  können: 

,  ,du 
'  dx 
Dies  gilt  zu  einer  und  derselben  Zeit  t  von  jeder  beliebigen' 
Stelle  der  betrachteten  Ebene.  In  dem  Zeitdilferential  dt^  welches 
auf  die  abgelaufene  Zeit  t  folgt,  geht  nun  durch  ein  beliebiges 
Flächenstück  a  der  Ebene  eine  gewisse  Wärmemenge  hindurch. 
Diese  ist  zufolge  der  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellten  Hypo- 
these proportional  der  Temperaturdifferenz,  d.  h.  proportional  der 
Grösse 

du 
dx 
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Sie  ist  ferner  proportional  dem  Flächenstück  tö,  durch  welches  sie 
strömt,  und  proportional  der  unendlich  kleinen  Zeit  dt,  während 
welcher  wir  sie  beobachten,  d.  h.  sie  ist 

^      du  -,, 

=  —  kco  TT—  dt. 

ex 

Die  Grösse  k  nennen  wir  die  Leitungsfähigkeit  des  Körpers. 
Sie  kann,  wie  z.  B.  bei  den  Krystallen,  von  der  Richtung  der 
Wärmeströmung  abhängig  sein.  Wir  wollen  auf  diesen  Umstand 
hier  keine  Rücksicht  nehmen,  sondern  voraussetzen,  dass  für  einen 
und  denselben  Körper  Tc  constant  sei. 


§.  46. 

Wärmeaustausch  parallel  zur  ^0 -Ebene. 

Wir  untersuchen  zweitens  den  Fall,  dass  zu  einer  und  der- 
selben Zeit  t  die  Temperatur  in  allen  Punkten  einer  Parallelen  zur 
;3?-Axe  constant  sei,  also 

Dann  geht  von  der  einen  Seite  einer  zur  x-Axe  rechtwinkligen 
Ebene  auf  die  andere  gerade  so  viel  Wärmemenge  über  wie  in 
derselben  Zeit  von  der  zweiten  Seite  auf  die  erste  geht.  Denn  es 
seien  [i^  und  fij  (Fig.  1 6)  zwei  unendlich  nahe  gelegene  Punkte  auf 

Fig.  16. 

Mi,, ^ ^/w„ 


verschiedenen  Seiten  der  zur  x-Axe  rechtwinkligen  Ebene.  Dann 
lässt  sich  zu  ju-i  ein  Punkt  /itg,  zu  ^1.2  ein  Punkt  fi^  finden,  so  dass 
die  Linien  fi^  (i^  und  }i2^4  parallel  zur  x-Axe  liegen  und  von  der 
Ebene  halbirt  werden,  und  es  haben  einerseits  (ii  und  ^3,  anderer- 
seits fig  uiid  ft4  dieselbe   Temperatur.     Geht   also   eine  gewisse 
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Wärmemenge  von  fti  nach  ^21  so  wird  genau  eben  so  viel  gleich- 
zeitig von  fig  nach  (i^  übergehen.  D.  h.  die  Wärmemenge,  welche 
der  Punkt  ^i  verloren,  hat  der  auf  derselben  Seite  der  Ebene  lie- 
gende Punkt  ft4  gewonnen.  Und  ebenso  viel  Wärme,  als  ^2  ge- 
wonnen, hat  ft3  verloren.  Es  hat  also  ein  Wärmezuwachs  auf  der 
einen  Seite  der  Ebene  und  eine  Wärmeabnahme  auf  der  andern 
nicht  stattgefunden.  Dies  kommt  aber  auf  dasselbe  hinaus,  als  ob 
durch  die  Ebene  gar  keine  Wärme  hindurchgegangen  wäre. 

Können  wir  ferner  die  Temperatur  in  irgend  einem  Punkte 
als  Summe  von  zwei  Temperaturen  darstellen 

so  ist  für  zwei  unendlich  nahe  gelegene  Punkte  die  Differenz  der 
Temperaturen  u  gleich  der  Differenz  der  Temperaturen  Vi ,  ver- 
mehrt um  die  Differenz  der  Temperaturen  TJ2.  Es  ist  also  auch 
die  Wärmemenge,  welche  durch  ein  die  Punkte  trennendes  Flächen- 
element in  Folge  der  ganzen  Temperaturdifferenz  hindurchgeht, 
gleich  der  Summe  der  Wärmemengen,  welche  nur  durch  die  Diffe- 
renz der  Werthe  von  Ui  und  resp.  nur  durch  die  Differenz  der 
Werthe  von  U2  zum  Uebertritt  gebracht  sein  würden. 


§•   47. 
Wärmeaustausch  überhaupt.   Wärmefluss. 

Nehmen  wir  nun  einen  Körper,  der  auf  irgend  eine  Weise 
erwärmt  ist,  in  welchem  also  zur  Zeit  t  die  Temperatur  des  Punk- 
tes (x^  y,  s)  eine  Function  der  drei  Coordinaten  ist 

In  einem  unendlich  nahen  Punkte,  dessen  Coordinaten  x  -\-  x\ 
y  -\-  y\  z  -\-  z'  sind,  ist  zu  derselben  Zeit  t  die  Temperatur 

f  {x^x\y-^y\z-Yz')  =  u^x^  ^^^y'  -^^^  -\-  z'  g^  +  --- 

Auch  hier  sind  die  höheren  Potenzen  von  ^',  y\  z'  gegen  die  erste 
Potenz  dieser  unendhch  kleinen  Grössen  zu  vernachlässigen.     Für 
jeden  der  beiden  Punkte  können  wir  aber  die  Temperatur  als  eine 
Summe  von  zwei  Theilen  ansehen.     Wir  nehmen 
für  den  Punkt  {x,  1/,  z): 

C^i  =  w,  V2  =  0, 
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für  den  Punkt  (x-\-x\  y-\-y\  z^s'): 

In  der  Function  f/a  ist  dann  nur  tj  und  s  variabel,  d.  h.  die  Tem- 
peratur U2  ist  in  allen  Punkten  einer  Parallelen  zur  a;-Axe  con- 
stant.  Folglich  findet  durch  die  zur  a;-Axe  rechtwinklige  Ebene 
kein  Wärmeaustausch  statt.     Dagegen  tritt  in  Folge  der  Terape- 

raturdiiferenz  x'  tt-  in  der  unendlich  kleinen  Zeit  dt  die  Wärme- 

ox 

menge 

—  kco  — —  dt 

0  X 

durch  das  zur  ^-Axe  rechtwinklige  Flächenelement  gj  hindurch 
und  zwar  von  der  Seite  des  Punktes  {x^  y,  s)  auf  die  Seite  des 
Punktes  {x  -f-  ^',  ^  -(-  y\  z  -\-  z').  Von  diesem  unendlich  kleinen 
Effect  spricht  man  gewöhnlich  nicht,  sondern  dividirt  durch  das 
unendlich  kleine  Element  «  und  durch  die  unendlich  kleine  Zeit 
dt.    Dies  gibt 

-.du 
'  0  x/ 
eine  Grösse,  welche  man  den  Wärmefluss  für  eine  zur  ^-Axe 
rechtwinklige  Ebene  nennt.  Es  ist  die  Wärmemenge,  welche  in 
der  Zeiteinheit  durch  die  Flächeneinheit  hindurchgehen  würde, 
wenn  während  dieser  Zeit  für  unendlich  nahe  gelegene  Punkte  auf 
entgegengesetzten  Seiten  der  Fläche  die  Temperaturdifierenz  con- 
stant  wäre. 

Ebenso  erhalten  wir  —  /c  tt-  und  resp.  —  li  —  als  Wärme- 

dy  ^  dz 

fluss  für  eine  Ebene,  die  rechtwinklig  zur  Axe  der  y  und  resp.  der 
z  gelegt  ist. 


§.   48. 

Grundgesetz  der  Bewegung  der  "Wärme  in  festen 
Körpern. 

Mit  Hülfe  dieser  Resultate  können  wir  leicht  die  allgemeine 
Gleichung  finden  für  die  Bewegung  der  Wärme  in  einem  homo- 
genen Körper,    Wir  haben  hier  die  Temperatur  abhängig  von  den 


48.     Grrundgesetz. 
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Coordinaten  des  betrachteten  Punktes  im  Innern  des  Körpers  und 
von  der  Zeit 

und  wir  müssen  voraussetzen,  dass  für  einen  Anfangstermin,  ^  =  0, 
die  Temperatur  jedes  Punktes  uns  gegeben  sei 
9  {x,  y,  2,  0)  =  f  (x,  y,  s). 

Ist  der  Körper  begrenzt,  so  müssen  auch  noch  für  jeden  Zeit- 
raoment  Angaben  über  den  Wärmezustand  der  Oberfläche  hinzu- 
kommen, wenn  die  Aufgabe  bestimmt  sein  soll. 

Wir  betrachten  zur  Zeit  t  ein  unendlich  kleines  Körperelement 
im  Innern  des  Körpers.    Wir  wählen  dazu  (Fig.  17)  ein  rechtwink- 

Fig.  17. 
Z 


liges  Parallelepipedon  von  den  Kanten  dx^  dy,  dz.  Der  Eckpunkt, 
welcher  dem  Coordinatenaufang  zunächst  liegt,  habe  die  Coordina- 
ten ä;,  ?/,  s.  Zur  Zeit  t  ist  in  diesem  Parallelepipedon  eine  gewisse 
Wärmemenge  vorhanden.  In  dem  darauf  folgenden  Zeitdifferential 
dt  wird  durch  jede  Seitenfläche  Wärme  eintreten  und  austreten. 
Es  fragt  sich,  welcher  Zuwachs  an  Wärme  dadurch  entsteht. 

Rechtwinklig  zur  ic-Axe  liegen  zwei  Seitenflächen,  jede  vom 
Flächeninhalt  dy  dz,  von  denen  die  eine  durch  den  Punkt  (x, y, ^), 
die  andere  durch  den  Punkt  (x-\-dx,y,z)  hindurchgeht.  Durch 
die  erste  dieser  beiden  Seitenflächen  tritt  in  der  Zeit  dt  in  das 
Parallelepipedon  ein  die  Wärmemenge 

—  1c  - —  d  11  dzdt, 
dx     ^ 

durch  die  andere  tritt  in  derselben  Zeit  aus  die  Wärmemenge 
—  Ä;  (  ^— )  dy  dz  dt. 

\0  X/x  +  dx 
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Die  Differenz  beider  Werthe  ist  der  Wärmezuwachs  im  Innern  des 
Körperelements,  so  weit  er  von  dem  Durchgang  der  Wärme  durch 
die  beiden  zur  x-Axe  rechtwinkligen  Seitenflächen  herrührt.  Es 
ist  aber 

dxjx  +  dx        dx        0^2 
folglich  beträgt  jene  Differenz 

Tc  ^ — -  dx  dy  d^  dt. 

0  x^ 

Ebenso  findet  sich  der  Wärmezuwachs,  welcher  herrührt  von 
dem  Durchgange  durch  die  beiden  zur  ?/-Axe  und  durch  die  beiden 
zur  ^-Axe  rechtwinkligen  Seitenflächen,  nemlich  resp. 

Ti  tt-t:  dx  dii  d s  dt 
und 

Ti,  yr—r  dx  dti  ds!  dt. 
Im  Ganzen  ist  also  die  Wärmemenge 

Hä^  +  äi/^  +  ä^r^^^^'^"'^^ 

zur  Zeit  t  ^  dt  mehr  vorhanden  als  zur  Zeit  t. 

Nun  hat  zur  Zeit  t  das  Körperelement  die  Temperatur  u. 
Nach  §.  44  enthält  es  dann  also  die  Wärmemenge 

Q  Cdxdy  ds  .  m, 
wenn  mit  q  die  Dichtigkeit  bezeichnet  wird.  Der  Zuwachs,  welchen 
diese  Wärmemenge  in  der  Zeit  dt  erleidet,  ist 

Q  Cdxdydz  ■  -r-r  dt. 

0  v 

Eigentlich  hängt  allerdings  die  Dichtigkeit  von  der  Tempera- 
tur ab,  doch  ist  die  Dichtigkeitsänderung  so  gering,  dass  wir  hier 
davon  absehen  können.  Wir  haben  also  zwei  Ausdrücke  für  den 
in  der  Zeit  d  t  erlangten  Wärmezuwachs  gewonnen,  und  diese  sind 
daher  einander  gleich  zu  setzen.  Dividiren  wir  dann  beide  Seiten 
der  entstehenden  Gleichung  durch  q  Gdxdydsdt  und  schreiben 

so  ergibt  sich 
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Diese  partielle  Differentialgleichung  drückt  das  physikalische 
Gesetz  aus  für  die  Bewegung  der  Wärme  in  festen  Körpern.  Sie 
gilt  aber  nur  innerhalb  des  Körpers,  weil  sie  angibt,  wie  die  Tem- 
peratur eines  Körpertheilchens  sich  modificirt  durch  die  Tempera- 
tur der  umgebenden  Punkte.  Ist  der  Körper  begrenzt,  so  müssen, 
wie  schon  hervorgehoben,  für  die  Temperatur  der  Oberfläche  noch 
Bedingungen  gegeben  sein,  damit  die  Aufgabe  zu  einer  bestimmten 
werde.  Es  muss  ferner  für  den  Anfangstermin  {t  =  0)  die  Tem- 
peratur jedes  Punktes  gegeben  sein. 

Ein  specieller  Fall  der  Aufgabe  ist  der,  dass  die  Temperatur 

constant  bleiben  soll,  also  — -  :=  0.   Dann  haben  wir  also  die  par- 

ct 

tielle  Differentialgleichung 

und  die  Gleichung,  welche  die  Temperaturvertheilung  für  ^  =  0 
gibt,  fällt  weg.  Für  diesen  Fall  können  wieder  besondere  Bedin- 
gungen in  Beziehung  auf  die  Oberfläche  gegeben  sein.  Es  handelt 
sich  dann  also  um  das  Gleichgewicht  der  Temperatur  unter  ge- 
wissen Bedingungen  für  die  Oberfläche. 


II.  Die  Temperatur  ist  abhängig  von  der  Zeit  und  von 
einer  einzigen  Coordinate. 

§.  49. 

Der  Körper  ist  unbegrenzt.    Der  Körper  ist  von  einer 
unendlichen  Ebene  begrenzt. 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  partiellen  Differential- 
gleichungen, in  welchen  nur  eine  Coordinate,  etwa  x,  vorkommt. 
Es  muss  dann  also  für  alle  Punkte  einer  Ebene,  welche  recht- 
winklig auf  der  x-Axe  steht,  gleiche  Temperatur  stattfinden,  und 
es  ist  in  einem  solchen  Körper  die  Temperatur  von  den  Coordi- 
naten  y  und  0  unabhängig. 

Ist  der  Körper  nach  allen  Seiten  unendlich  ausgedehnt,  so 
haben  wir  keine  Oberflächen  -  Bedingung.  Die  Function  u  ist  so 
zu  bestimmen,  dass 
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^^^  dt  -''  dx^' 

(2)  u=f(x)         für^  =  0. 
Diese  Aufgabe  haben  wir  bereits  in  §.  42  gelöst. 

Wir  wollen  jetzt  den  Körper  begrenzen  und  zunächst  fest- 
setzen, dass  er  den  halben  unendlichen  Raum  nach  der  Seite  der 
positiven  x  ausfülle.  Es  kommt  dann  für  die  Oberfläche  (x  =  0) 
noch  eine  Bedingung  hinzu,  durch  welche  die  Temperatur  der 
Oberfläche  zu  jeder  Zeit  gegeben  ist,  d.  h. 

(3)  u  =  (p  (t)         für  X  =  0. 
Rücksichtlich  der  Gleichung  (2)  ist  zu  bemerken ,  dass  /  (x)  jetzt 
nur  für  positive  x  gegeben  ist,  denn  nur  für  solche  erhalten  wir 
Punkte  im  Innern  des  Körpers. 

Diese  Aufgabe  ist  schon  ziemlich  schwierig.    Um  ihre  Lösung 
zu   erleichtern   zerlegen   wir   sie   in    zwei  einfachere,  indem  wir 
u  =  Ui  -\-  U2  setzen.     Die  Function  u^  soll  dann  der  partiellen 
Differentialgleichung  genügen  und  die  Bedingungen  erfüllen 
(2*)  ui=f(x)        für  ^  =  0, 

(3*)  %  =  0  „  x  =  0. 

Dagegen  soll  die  Function  u^  eine  Lösung  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung sein  und  den  Bedingungen  Genüge  leisten 
(2**)  %  =  0  fürr=0, 

(3**)  U2  =  <p(t)         „   x  =  0. 


§.  50. 

Fortsetzung.    Die  Anfangstemperatur  ist  gegeben. 
Die  Oberfläche  hat  die  Temperatur  Null. 

Aufgabe.     Die  Function  u  so  zu  bestimmen,  dass  sie  der 
partiellen  Differentialgleichung  genüge 

(1)  1^'  =  «'1^ 

dt  ox'^ 

und  die  Nebenbedingungen  erfülle 

(2)  u=f(x)        für  i  =  0, 

(3)  u  =  0  „  X  =  0. 

Als  particuläre  Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichung 
haben  wir  in  §.  42  gefunden 
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Q  —  a^aH  ^  COSKX^ 

g-a^aH  _  sinax. 
Wir  wählen  die  letzte,  weil  sie  der   Gleichung  (3)  genügt. 
Multipliciren    wir  mit  der  von  x  und  t  unabhängigen  Function 
%  (a)  d  a  und  integriren  zwischen  zwei  vorläufig  noch  unbestimmten 
Grenzen  hi  und  &., ,  so  ist  das  Integral 

f.. 

u  ^  I  e~"'^'^^*  .  sinax  .  %{a)dK 

eine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  (1),  welche  die 
Bedingung  (3)  erfüllt.     Für  t  =  0  geht  sie  über  in 

%(a)  sin  axda; 
es  soll  aber  für  ^  =  0 


02 


u 


OO  00 

z=  f  (x)  =  —  I  sinocxda  1  f{l)sinaldl 


sein.     Wir  haben  also 

X(a)  =  —  I  f{k)  sin  aXdk, 

0 

&i  =  0,         Ö2  =  00 
zu  setzen.    Dann  ist 

00    00 

u  =  -  I    I  e—"^°-^^f(X)sinaxsino!,XdXda 
0    0 
die  Lösung  unserer  Aufgabe.    Die  Litegration  nach  a  lässt  sich 
ausführen.   Wir  verwandeln  das  Product  der  Sinus  in  die  Differenz 
von  zwei  Cosinus.    Dadurch  wird 

00  CO 

u  =  -  I  f(l)dl      e-''^''^4cosa{x  —  X)  —  cosa{x-\-X)\  da. 
0  0 

Das  innere  Litegral  ist  nach  §.18  Formel  (35)  zu  behandeln.  Wir 
erhalten 

und  es  is  darin  VTit  mit  positivem  Vorzeichen  zu  nehmen. 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  auf  dem  in  §.  42  eingeschlagenen 
Wege  verificiren. 
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§■  51. 

Fortsetzung.    Die  Anfangstemperatur  ist  Null, 
die  Temperatur  der  Oberfläche  constant. 

Um  die  zweite  Aufgabe  des  §.  49  (in  Betreff  der  Function  u^) 
zu  lösen,  ist  es  zweckmässig,  einen  einfacberen  Fall  voraufzu- 
scbicken.  Wir  wollen  zunächst  die  in  §.  49  (3**)  auftretende  Func- 
tion (p  (t)  constant  =  c  nehmen.  Aber  auch  diese  Aufgabe  soll 
noch  durch  Decomposition  vereinfacht  werden. 

I.  Aufg,abe.  Die  Function  u  so  zu  bestimmen,  dass  sie  der 
partiellen  Differentialgleichung  genüge 

und  den  Nebenbedingungen 

(2)  u  ^=  c        für  i  =  0, 

(3)  M  =  c  „  .-r  =:  0. 
Die  Auflösung  ist  sehr  einfach,  nemlich 

(I)  u  ^  c. 

II.  Aufgabe.  Die  Function  u  so  zu  bestimmen,  dass  sie  die 
partielle  Differentialgleichung  (1)  erfülle  und  an  die  Nebenbedin- 
gungen geknüpft  sei 

(2*)  u  =  —  c        für  ;  —  0, 

(3*)  M  =  0  ,^  X  —  0. 

Diese  Aufgabe  ist  gelöst,  wenn  wir  im  vorigen  Paragraphen  speciell 

f{x)  =  —  c  nehmen.     Wir  erhalten  also 

CO  l         (a:-A.)2  {X  +  \y^\ 

-     -      -"  =  fdl.  \e      '^''  -e     '^''    . 


2ay7ct 


Das  Integral  lässt  sich  in  zwei  zerlegen.   In  dem  ersten  setzen  wir 

2aVt  ^' 

in  dem  zweiten 

'^+1  =  3 
2ayt         '^' 
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daun  ergibt  sich 

'  — X  X 

2  ayT  2  «VT 

wofür  man  kürzer  schreiben  kann 

X 

2  ayT 

—  X 

2aVT 

oder,  da  unter  dem  Integral  eine  gerade  Function  e-^^  steht: 


2ayt 


(II)  u=.-^fe-ß-^dß. 

0 

III.  Aufgabe.  Die  Function  u  so  zu  bestimmen,  dass  sie  der 
partiellen  Differentialgleichung  (1)  genüge  und  die  Bedingungen 
erfülle 

(2**)  M  =  0         für  t  =  0, 

(3**)  u  =  c  „  x  =  0. 

Die  Lösung  setzt  sich  aus  (I)  und  (II)  zusammen.  Wir  er- 
halten 


0 

Dieser  Ausdruck   lässt  sich  noch   zusammenziehen.      Es  ist 
nemlich  nach  §.17  Formel  (33) 

0 

Folglich  haben  wir 

00 

(III)  u  =  ^J'e-ß'^dß. 

X 

2ayf 

Das  Integral   /  ß-ß'^dß  kommt  in  sehr  vielen  analytischen  Unter- 

0 

suchungen  vor,  wie  bei  der  astronomischen  Strahlenbrechung,  in  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung,  und  deshalb  hat  man  dafür  besondere 

Ei e mann.    Partielle  Differentialgleiclanngen.  g 
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Tafeln  berechnet*).     Wenn  wir  also  die  Rechnung  hier  ausführen 
wollen,  so  haben  wir  keine  Schwierigkeit  zu  überwinden. 

Suchen  wir  nach  dem  Gesetze,  welches  bei  der  Temperatur- 
verbreitung stattfindet,  während  an  der  Oberfläche  eine  positiv 
genommene  constante  Temperatur  c  herrschen  mag,  so  kommt  in 
dem  Integrale 


/ 


2  «V  t 


die  Zeit  nur  in  der  oberen  Grenze  vor.  Wenn  wir  der  Oberfläche 
des  Körpers  immer  näher  kommen,  d.  h.  dem  Werthe  a;  =  0,  so 
nähert  sich  das  Integral  dem  Werthe  0  und  u  dem  Grenzwerthe  c. 
Dasselbe  findet  statt,  wenn  t  ins  Unendliche  wächst. 

Fragen  wir  aber,  nach  welchen  Zeiten  zwei  Punkte  in  ver- 
schiedenen Tiefen  dieselbe  Temperatur  haben  mögen,  so  ist 


2  aYT  2  aT  t' 


zu  setzen,  d.  h. 


*)  Kramp.     Analyse  des   r^fractions  astronomiques  et  ten-estres.     Leip- 
sic  et  Paris,  an  VII.  4.     Am   Schlüsse   befinden   sich   drei   Tabellen:   Tab.  I. 

00 

enthält   die   Werthe    des   Integrals    J  =  f  e-ß^dß,   Tab.  H.  IgJ,  Tab.  III. 

k 
IgeT^^J,  und  zwar  von  Tc  =  0,00  bis  k  =  3,00. 

Legendre.  Traite  des  fonctions  elliptiques  et  des  integrales  Eul^rrennes. 
T.    2.      Paris    1826.     4.     page    520,    521.      Table    des    valfeurs    de    l'integrale 


50: 


Z=  I  dx(l  —  )     2  ;  la  premiere  partie  depuis  t  =  (l—)  =  0,00  jusqu'ä  t  =  0, 

la  seconde  depuis  x  =  0,80  jusqu'ä  x  =  0,00. 

Eucke.     Astronomisches  Jahrbuch  für  1834.    Berlin  1832.    8.    Am  Schluss 

t 
2      r 
Tafel    I.  — =  /  e-i^dt  von  t  =  0,00  bis  t  =  2,00. 


A 

2      ^  J  .     A 

-  =  3,00. 

r 


Tafel  IL   -tj=  f  e-f^ dt  von  -  =  0,00  bis 
Q  =  0,4769360  ist  die  obere  Grenze,  wenn  der  Integralwerth 

sein  soll. 


V-o 
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a;2 ^'2 

T  ~~  T 
und  darin  spricht  sich  der  Satz  aus:  die  Zeiten  der  gleichen  Tem- 
peratur verhalten  sich  wie  die  Quadrate  der  Tiefen.  Also  wenn 
ein  Punkt  noch  einmal  so  tief  liegt  wie  ein  anderer,  so  wird  er 
nach  der  vierfachen  Zeit  erst  dieselbe  Temperatur  erlangen,  welche 
dieser  nach  der  einfachen  Zeit  erhält. 


•     §.52. 

Fortsetzung.    Die  Anfang-stemperatur  ist  Null,  die  Tem- 
peratur der  Oberfläche  als  Function  der  Zeit  gegeben. 

Gehen  wir  jetzt  zu  der  allgemeinen  Lösung  der  Aufgabe  über: 
Die  Function  u  so  zu  bestimmen,  dass  sie  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung genüge 

.,.  du  „  d'^u 

und  den  Bedingungen 

(2)  u  =  0  für  t  =  0, 

(3)  u  =  (p  (t)        „  X  =  0. 

Statt  die  Temperatur  der  Oberfläche  stetig  mit  t  sich  ändern 
zu  lassen,  wollen  wir  zunächst  annehmen,  sie  ändere  sich  sprung- 
weise nach  Ablauf  von  kleinen  Intervallen.  Wir  zerlegen  das  Inter- 
vall von  0  bis  t  in  n  gleiche  Theile,  setzen  —  =z  %■  und  bestimmen, 
dass  an  der  Oberfläche  (für  x  =  0) 

u  =  (p(0)  sein  soll  für     -O-  ^  i  >.  0 

u  =  (p(&)  „      „      „    2&^t>& 


u  =  (p(n  —  1  9)     „      „      „    n^  "^  t  ^  n  —  1  d: 
Fassen  wir  die  Aufgabe  so  auf,  so  können  wir  sie  wieder  durch 
Decomposition  vereinfachen.     Wir  setzen  nemlich 

u  =  ^^l  -|-  U.2  -j-  ^3  -j-  •  •  •  -j-  **w 
und  stellen  für  u,n  die  folgenden  Forderungen  auf: 

Die  Function  u^  soll  der  partiellen  Differentialgleichung  (1) 
und  der  Bedingung  (2)  Genüge  leisten.    Für  x  =  0  soll 

9* 
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Um  =  0  sein,  wenn  t  <^  m  ~  Id-  oder  t  ">  m  O-,  dagegen 
Um  =  <p(m  —  1  ■9'),  wenn  vm  O-  >>  ^  >-  m  —  1  ■9'. 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  müssen  wir  auf  den  vorigen  §.  zu- 
rückgehen. Wir  definiren  die  Function  %  (x,  t),  in  welcher  a?  ^  0 
vorausgesetzt  wird,  durch  die  Bestimmung,  dass 

X{x,t)  =  0 
sein  soll  für  negative  Werthe  von  t  und  für  ^  =  0,  dagegen 


CO 


2  «y  i 

für  positive  Werthe  von  t     Alsdann  genügt 


%(x,t  —  m  —  l  d-) 

der  partiellen  Differentialgleichung  (1).  Für  ^  =  0  wird  die  zweite 
Variable  =  —  {m  —  1)  ^,  also  negativ  und  daher  nach  der  Defini- 
tion die  Function  =  0.  Sie  erfüllt  also  auch  die  Bedingung  (2). 
Nehmen  wir  aber  x  =  0,  so  wird  die  Function 


=  0,        wenn  t  ^  m  —  10; 
=  1,  „     t>  in  —  1 0. 

Ferner  leistet  die  Function 

X(^,t  —  m  -O-) 
der  partiellen  Differentialgleichung  (1)  und  der  Bedingung  (2)  Ge- 
nüge.   Für  X  =  0  wird  sie 

=  0,        wenn  t  ^  md; 
=  1,  „     t  ^  md: 

Und  hieraus  findet  sich,  dass 

Um  =  cp {m  —  10)  •  lx{x,t  —  m  —  10)  —  %(x,t  —  mO)^^ 

zu  setzen  ist.    Nehmen  wir  der  Reihe  nach  m  =  1,  2,  3,  ...  «  und 
Summiren  die  einzelnen  Resultate,  so  ist 


u  =y](p  (in  —  10)  '  ^^^ ^ — ^^— ' ^  •  o 

die  Function,  welche  wir  suchen.  Sie  genügt  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung (1)  und  der  Bedingung  (2).  Sie  nimmt  für  x  =  0 
sprungweise  andere  Werthe  an,  sobald  t  das  Intervall  0  durch- 
laufen hat.     Sie  ist  dann  nemlich 
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=  (p  (0)  für      ^  ^  i  >  0, 


(p(m  —  Id-)     „    md-  "^  t  ^  m  —  1  -9-, 


=  cp(n  —  19)     „     n9  ^f>  n  —  19. 
Soll  hieraus  die  Function  werden,  die   wir  zu  Anfang  dieses 
Paragraphen  verlangt  haben,    so  müssen  wir  Iwiti  =  oo  setzen. 
Dann  ist  m9  =  k  stetig  variabel  von  0  bis  t  und  #  =  c? A.     Also 
erhalten  wir 


t 
u=       (p  (A)     ^V     '-  dl. 

0 


Hier  ist  noch  der  DiiFerentialquotient 
dx{x,t  —  l) 
dt 
zu  ermitteln.    Da  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  t  —  A  positiv 
ist,  so  haben  wir 

CO 


folglich 


■2ay  t  —  \ 


dxjx.t  —  l)  _ 


9^  2a]/n 


und,  wenn  wir  dies  einsetzen,  ergibt  sich  als  Lösung  der  zu  An- 
fang dieses  Paragraphen  gestellten  Aufgabe 

(I)  u  =  -^  /  g)(A)e*«^(*-^>  {t  -  k)~^dl. 

2  a  yn  J 

0 

Dasselbe  Resultat  kann  man  auch  auf  dem  folgenden  Wege 
erlangen.     Es  ist  vorher  der  Ausdruck  gefunden 

u  =  V|  qp  {m  —  1  9)  U  (,:r,  t  -  m  —  1  9)  —  x(x-,t  —  m  9)\ 

und  darin  sollte  ■9'  unendlich  klein  genommen  werden.     Derselbe 
Ausdruck  lässt  sich  aber  auch  schreiben 


u  =  cp  (0)  X  (x,  t)  —  (p(n  —  19)x(x,t  —  n9') 
-j-^  X  (x,  t  —  md')l(p(md')  —  (p(m  —  1  O')  | 
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oder  da 


ist 

u 


/A^    /     A    I   "^^    /    7  c^^  ifp(m&)  —  (p{m  —  1^)1  _ 


Geht  man  hier  zu  den  Grenzwerthen  über 


limyi  r—  00,  ZmmO-  =  Um  —  =  0, 


so  erhält  man 


0 

und  dieser  Ausdruck  lässt  sich  durch  Integration  nach  Theilen  in 
den  oben  gefundenen  umformen 


0 


Um  den  Ausdruck  (I)  nachträglich  zu  verificiren,  wollen  wir 
eine  neue  Variable  einführen,  deren  negatives  Quadrat  gleich  dem 
Exponenten  von  e  ist,  also 


X 


2aVt  —  A' 


dy  =  ^  (t  —  Aj     •^dX. 

Dadurch  geht  der  Ausdruck  (I)  über  in 
2 


yzff{'-i^y''''- 


2aYT 

Aus  dieser  Form  geht  hervor,  dass 

für  ^  =  0        M  =  0 
„  ic  =  0         u  =  q}{t) 
ist.     Dagegen  lässt  sich  das  Zutreffen  der  partiellen  Differential- 
gleichung am  leichtesten  nachweisen,  wenn  wir  von  dem  Ausdruck 
ausgehen 


t 

0 


=f^a)'^^%-'^d}.. 
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Durch  Differentiation  ergibt  sich 

dt-J  "f^^^ dP ^'^  +  9^(0— er~ 

0 

Nun  lässt  sich  aher  durch  Reihenentwicklung  zeigen,  dass 
e    *«-^*  .^2^0       für  i  =  0, 


also  ist 

dt 
und  deshalb 


0, 


du 


0 

Führt  man  die  Differentiation  aus,  so  erhält  man 

t  .-gg  _5 

'        0 

Die  zweimalige  Differentiation  nach  x  gibt 

t  ifl  _5 

0 

und  folglich  ist 


cu  .,  d'^'U 

Die  Function 


dt  '0^2 


0 

befriedigt  also  die  zu  Anfang  dieses  Paragraphen  aufgestellten  Be- 
dingungen (1),  (2),  (3). 


§.53. 

Fortsetzung.    Die  Anfangstemperatur  und  die  Tempera- 
tur der  Oberfläche  sind  gegeben. 

Wir  nehmen  jetzt  die  Aufgabe  des  §.  49  wieder  auf,  nemlich: 
Die  Function  u  so  zu  bestimmen,  dass  sie  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung 
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(1) 


du 

Jt  dx'- 

genüge  und  den  Nebenbedingungen 

(2)  u=f(x)      für  t  =  0, 

(3)  w  =  (p  (t)        „  X  =  0. 

Die  Antwort  auf  diese  Frage  ergibt  sich  unmittelbar,  indem 
man  die  Lösungen  der  §§.  50  und  52  addirt,  also 


icC^t 


icfit 


t 

-^Xj(p(k), 


!A  .  e    *«-'=(*-A)  (t  —  X)    2, 


§.  54. 
Fortsetzung.    Anwendung  auf  die  Temperatur  der  Erde. 


Wir  wollen  von  den  in  den  §§,  50  und  52  gewonnenen  Resul- 
taten eine  interessante  Anwendung  auf  die  Temperatur  der  Erde 
machen,  indem  wir  annehmen,  dass  die  Temperatur  der  Oberfläche, 
wie  es  bei  der  Erde  der  Fall  ist,  eine  periodische  Function  der 
Zeit  sei 

cp{t±n  .2g)-=(p{t). 

Eine  solche  periodische  Function  können  wir  nach  Fourier  in 
eine  Reihe  entwickeln,  die  nach  Cosinus  und  Sinus  der  Vielfachen 

von  —  fortschreitet,  nemlich 
9 

fp  (t)  =r  ^  (  Jim  COS  m  —  -f"  Im  siu  111  —  j, 

und  dieser  Ausdruck  lässt  sich  noch  weiter  vereinfachen,  wenn  wir 
setzen 

"jH  — —   Qm  COS  fi-fii 
'm  ^^^^  Qm  S^^'^  f^m  • 

Dadurch  wird 

(pit)  =^QmCOs(.m l„X 
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Wir  wollen  zur  Abkürzimff  —  =  «  setzen  und  zunächst  nur 

ein  Glied  der  Reihe  nehmen,  also 

(p  (t)  =  Q,n  cos  (m  oc  t  —  A„  J. 
Die  Aufgabe  des  §.  52  lautet  dann : 
Welche  Function  u  genügt  der  partiellen  Difierentialgleichung 

(^^  dl  =  «   855 

und  den  Bedingungen 

(2)  -u  =  0  für  t  =  0, 

(3)  u  =  Qm  COS  (nt  at  —  A,„)     für  x  =  0. 
In  §.  52  haben  wir  gefunden 


rJ^d-i^y""'- 


2aYt' 

Dies  gibt  also  hier 


a  =  -j=       Q^ucosuncit  —  K,  —  ^__je-v  dy 


oder 


2a'VT 


u  = 


-7=  Q,uCOS{mat  —  A,n)  /  e-y'cos  .    „   „  dy 


■2  «y  f. 
+  r^  Q,nStn{mat  —  /,„)   /   e-y.siu       ^   ^  dy. 

X 

2aYT 

Das  Resultat  besteht  aus  zwei  Theilen.  Jeder  dieser  beiden 
Theile  enthält  einen  Factor,  der  in  Beziehung  auf  die  Zeit  periodisch 
ist,  und  einen  zweiten  Factor,  der  von  der  Zeit  abhängig  aber  nicht 
periodisch  ist.  Dieser  zweite  Factor,  das  Integral,  nähert  sich  aber 
mit  der  zunehmenden  Zeit  einem  Grenzwerthe,  der  von  der  Zeit 
unabhängig  ist.  Je  längere  Zeit  also  seit  dem  Anfangstermine 
verflossen  ist,  um  so  mehr  nähert  sich  auch  die  Temperatur  eines 
Punktes  im  Innern  einem  periodischen  Zustande,  und  dieser  soll 
jetzt  einer  nähern  Betrachtung  unterzogen  werden.  Wenn  seit 
dem  Anfangszustande,  in  welchem  jeder  Punkt  des  Körpers  die 
Temperatur  0  besass,  eine  unendlich  grosse  Zeit  verflossen  ist,  so 
erhalten  wir 
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00 

u  =  -j=  Q,n  COS  (m  a  t  —  A,„)   /  e-y^  cos  j^^  ^  Y 

0 

+  T7=  ^m  s^w  (m  a  t  —  A,„)   /  e-v  sm  dy. 

0 

Die  Werthe  der  Integrale  sind  auf  directem  Wege  nicht  leicht 
zu  berechnen.  Wir  können  sie  aber  finden,  wenn  wir  beachten, 
dass  u  der  partiellen  Differentialgleichung  (1)  genügen  muss.  Wir 
setzen  also  zur  Abkürzung 

CO 

0 


v^y 


.,    .    max-    -, 
e~y  sm  -. — — -:  dy 
4  a'^  y2 


und  haben  dann 

u  =  Q,,^ ( r  .  cos {m at  —  Im)  +  s  .  sin (m a t  —  A,„ )  j . 
Daraus  erhalten  wir 

—  =  p,,^  l  —  mar  sin  (m  at  —  A,„ )  -\-  nias  cos(mat  —  A,„ )  j 

Da  nun  die  partielle  Differentialgleichung  (1)  unabhängig  von 
der  Zeit  erfüllt  werden  soll,  so  haben  wir  getrennt  einander  gleich 
zu  setzen  die  Glieder,  die  in  den  Cosinus  multiplicirt  sind,  und  die 
Glieder,  die  in  den  Sinus  multiplicirt  sind.    Dadurch  ergibt  sich 

«2  ^— r  =  m CCS, 
dx^ 

,d^s 

dx^ 

Wir  setzen 

r  =  2)6'^^' 
s  =  q  e  !'■•''' 

und  erhalten  für  die  Erfüllung    der  beiden  letzten  Differential- 
gleichungen die  Bedingungen 

a'^q^^  =  —  map. 
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In  ihnen  kommen  drei  unbekannte  Grössen  p,  ^,  ^^  vor,  von  denen 
also  jedenfalls  eine  willkürlich  bleibt.  Nun  findet  sich  aus  den 
beiden  Bedingungsgleichungen  durch  Multiplication 

'''  =  -!?-' 

und  hieraus  gehen  für  ft  die  vier  Wurzelwerthe  hervor: 


Man  findet  leicht 

f*r  =  ^4  =  -  -^  -V-i, 

i^.^  =  ^.r  =  +  —  -V-l. 
Aus  der  ersten  der  beiden  Bedingungsgleichungen  berechnen  wir 

q  = ^-  .  p. 

ma 

Folglich  ist  (1  ^  P  V—  1 , 

wenn  man  ^^  oder  ^3  in  Rechnung  bringt,  und  es  ist 

wenn  ft^  oder  1*4  genommen  wird.  Die  Grösse  ^j  bleibt  willkürlich. 
Hiernach  ergeben  sich  für  u  vier  particuläre  Lösungen,  indem 
man  in  den  Ausdrücken  für  r  und  s  statt  der  bisher  unbestimmten 
Grösse  ^  der  Reihe  nach  ^1,  ^112  5  i^sj  f*4  nimnit.  Jedoch  ist  zu  be- 
merken, dass  die  beiden  Lösungen,  in  denen  (i^  und  ft^  vorkommen, 
hier  nicht  zugelassen  werden  können,  weil  sonst  mit  unendlich 
wachsendem  x  auch  u  selbst  unendlich  gross  würde,  was  der  Natur 
der  Aufgabe  widerspricht.  Die  beiden  anderen  Lösungen  dürfen 
wir,  nachdem  jede  mit  einer  willkürlichen  Constanten  multiplicirt, 
ist,  addiren.    Dadurch  erhalten  wir 


oder 


.    /                          xA/maW 
-j-  Istnlmut  —  Kl 1/  -7^)\ 
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Daraus  wird  für  x  =  0 

u  =  Je  cos  (mat  —  A„j)  -[-  l  sin  (mat  —  km) 
und  dies  muss  mit  der  für  x  =^  0  gegebenen  Function 

Qni  COS  (mat  —  Kl) 
übereinstimmen.    Um  dies  zu  erreichen,  hat  man  /c  =  Qm-,  ^  =  0 
zu  setzen.    Für  unsere  Aufgabe  ist  demnach 


u  =  Q„ie    a  V  2    .  COS  [mat  —  /,„ y  —  j 

[er 

=  Qm  e    a  Y  2    { COS  [in  a  t  —  A,^)  cos  -  1/  -^ 


-f-  sin  (mat  —  ?.m)  sin  —  y  -ö-[  • 

Vergleichen  wir  diesen  Ausdruck  für  ii  mit  dem  früheren,  so 
zeigt  sich  noch,  dass 

2      P        max'^        .,  -ttV^  x\ /ma 

TT  l   ^^^  A    9   9  e-''  dy  =  e    ""  ^   ^    •  cos  -y  ^r- 


V^7  4a2y2  ^  «K     2 

ist,  ein  Resultat,  das  auf  directem  Wege  sich  nicht  so  leicht  ge- 
funden hätte. 

Gehen  wir  zu  dem  allgemeinen  Falle  über,  dass 
(p  (t)  ^  Qq  -\-  Qi  cos (at  —  Aj)  -\-  Q2  cos {lat  —  lo)  -\-  •••^ 
so  haben  wir  in  der  vorigen  Lösung  der  Reihe  nach  ^)^  r=  1, 2, 3 . . . 
zu  setzen  und  die  einzelnen  Resultate  zu  addiren.  Je  längere  Zeit 
seit  dem  Anfangszustande  {u  =  0)  verflossen  ist,  um  so  mehr  nähert 
sich  die  Temperatur  einem  periodischen  Zustande,  und  wenn  der 
Anfangszustand  in  unendlich  ferner  Vergangenheit  liegt,  so  ist 

u  =^  Qo  -\- Q^e^^yT  cos  (at  —  '^i~~\/^) 

-\-  Q2ß~^y'^  cos(2at  —  X2  —  ~  1/ "^) 
+  •••  _  "        '^_ 

.e  1  /in  a  /  ^"1    /i)]i(j[\ 

+  Qme    a  K   2    cosimat  —  K  —  ~\/"~ö~)+  "• 

7t 

Da  —  =  a  gesetzt  ist,  so  ist  die  Periode  =  2  q. 
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Suchen  wir  jetzt  die  mittlere  Temperatur  für  irgend  einen 
Punkt,  also  das  Integral 

4  +  2,9 

udt, 


f 


dividirt  durch 

t  +  2g 

dt, 


f 


f' 


d.  h.  durch  2 g.    Bei  der  Integration  /  ndt  liefern  alle  die  Glieder 

von  w,  welche  Cosinus  enthalten,  den  Sinus  des  betreffenden  Argu- 
ments, und  da  für  Werthe  von  t,  die  um  2  g  verschieden  sind,  die 
Sinus  einander  gleich  sind,  so  geben  alle  diese  Glieder  zu  dem  In- 
tegral den  Beitrag  0.    D.  h.  es  wird 

4  +  2? 

udt  =  2  g ^0 ? 
t 

und  daher  ist  die  mittlere  Temperatur  einer  jeden  Periode  con- 
stant  :=:  Po.  Dies  ist  aber  zugleich  auch  die  mittlere  Temperatur 
der  Oberfläche. 

Wir  wollen  jetzt  noch  für  eine  grosse  Tiefe  das  Maximum  und 
das  Minimum  der  Temperatur  suchen.  Bei  einem  sehr  tief  gelegenen 
Punkte  können  wir  uns  auf  die  beiden  ersten  Glieder  der  Entwick- 
lung beschränken.  Die  Abscisse  x  kommt  nemlich  in  den  negativen 
Exponenten  von  e  vor  und  es  werden  daher,  wenn  x  sehr  gross  ist, 
die  Glieder  der  Reihe  sehr  rasch  abnehmen.  Wir  betrachten  also 
die  Function  _ 

u  =  Qo  -f-  Qie~~Vl cosfat  —  Ai l/ö)' 

Wenn  die  Constante  Qi  positiv  ist,  so  haben  wir  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum,  je  nachdem  der  Cosinus  =  -}-  1  oder  =  —  1  ist.- 
Ziehen  wir  diese  äussersten  Werthe  der  Function  von  einander  ab, 
so  ergibt  sich  die  Grösse  der  Oscillation 

^  =  2^ie~^Vf. 
Die  Grösse  der  Oscillation  nimmt  also  ab  mit  wachsendem  x.    Sind 
O'i  und  0-.2  die  Grössen  der  Oscillation  für  zwei  verschiedene  Tiefen 
Xi  und  %,  so  ergibt  sich 

¥7~'  "          ^    '' 
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Wir  nehmen  noch  zwei  andere  Punkte  %  und  X4, ,  bei  denen 
die  Grösse  der  Oscillation  resp.  Q-^  und  9^  ist.    Für 

'X4     ~~~"     tl/^    (X'2  '^\ 

findet  sich 

Q'^  :  i)-,^  =  •8'2  :  'O'j , 

d.  h.  die  Oscillationen  nehmen  in  geometrischer  Progression  ab, 
wenn  die  Tiefen  in  arithmetischer  Progression  wachsen. 
•    Ein  Maximum  findet  statt,  wenn 

ist,  und  darauf  folgt  ein  Minimum  für 

Die  Zwischenzeit  von  dem  Maximum  bis  zu  dem  Minimum  ist 

während  die  Zeit  von  einem  Maximum  zum  nächsten,  oder  auch 
von  einem  Minimum  zum  nächsten 

=  2.9 
ist.     Wenn  für  zwei  Tiefen  x^  und  %  der  Unterschied 

7ia 

M/O    ~~~     JU'i     .-= 


Vi 


ist,  so  findet  gleichzeitig  in  dem  einen  Punkte  ein  Maximum,  in 
dem  andern  ein  Minimum  statt. 


§.  5.5. 

Fortsetzung. 

Die  Untersuchung  des  vorigen  Paragraphen  bezieht  sich  auf 
den  Fall,  dass  die  Anfangstemperatur  =  0  ist.  Soll  dagegen  für 
i^  ==  0  die  Temperatur  u  =f(x)  sein,  so  kommt  nach  §.  53  noch 

ein  Glied 

00  (x-KT^  (■■c  +  \y 

2aV7rtJ  -^^  -^K  J 

0 
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zu  dem  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Ausdrucke  für  u 
hinzu.  Da  die  Klammer  stets  positiv  ist,  so  lässt  sich  dieses  Glied 
auch  schreiben 

31 -j=  /  (e      '""'   -  e      *"'^   )cU 

2aVntJ    \  / 

0 

oder  nach  der  in  §.  51  (II)  vorgenommenen  Umformung 

X 

2  «VT 


M-'/e^^-äß, 


wenn  M  einen  Mittelwerth  der  Function  /(A)  bezeichnet.  Für 
wachsende  t  wird  dieser  Beitrag  immer  kleiner,  für  #  ==  oo  ist  die 
obere  Grenze  der  Integration  =  0,  also  auch  der  Integralwerth  ^=  0. 
Es  kommt  demnach  die  Anfangstemperatur  um  so  weniger  in  Be- 
tracht, je  grössere  Zeit  seit  dem  Anfangszustande  verflossen  ist. 

Diese  Betrachtungen  finden  im  allgemeinen  auf  die  Erde  ihre 
Anwendung,  obgleich  bei  dieser  auch  noch  andere  Umstände  zu 
berücksichtigen  sind.  Die  periodische  Veränderlichkeit  der  Tem- 
peratur hört  bei  der  Erde  schon  in  sehr  geringer  Tiefe  auf.  Daher 
dürfen  wir  im  Verhältniss  zu  dieser  Tiefe  den  Radius  der  Erde  als 
unendlich  gross  ansehen.  Dann  ist  aber  die  Erde  ein  solcher 
Körper,  wie  wir  ihn  in  den  §§.  49  bis  .53  vorausgesetzt  haben. 


§.  56. 
Der  Körper  ist  von  zwei  parallelen  Ebenen  begrenzt. 

Wir  gehen  zu  einem  Körper  über,  der  von  zwei  parallelen 
Ebenen  x  ^  0  und  x  =  c  begrenzt  wird.  Die  Temperatur  soll 
nur  von  der  ic-Cooi'dinate  abhängen,  also  in  allen  Punkten  einer 
zur  x-kxe  rechtwinkligen  Ebene  dieselbe  sein. 

Die  Aufgabe  lautet  jetzt: 

Die  Function  u  so  zu  bestimmen,  dass  sie  die  partielle  Diffe- 
rentialgleichung 
..s  du  ^d'^  II 


erfülle  und  die  Nebenbedingungen 
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(2)  u=f(x)        für  ^  =  0, 

(3)  u  =  €p(t)         „   X  =  0, 

(4)  u  =  ip  (t)         „   X  =  c. 

Wir  lösen  die  Aufgabe  durch  Decomposition,  indem  wir  setzen 

U  z=  It^   -\-  U2   -{-  t*3. 

%,  U2  und  U3  sollen  der  partiellen  Differentialgleichung  (1)  genügen. 
Die  Nebenbedingungen  stellen  wir  folgendermaassen : 

für  ^  =  0        %  =f(x),        U2  =  0,  ^3  =  0, 

„  X  =  0        Ui  =  0,  «2  =  <P  (t\       ^h  =  0, 

„  X  =  c        Ui  =0,  %  =  O5  Wo  =  1^(0. 

Die  Functionen  u.2  und  M3  sind  nicht  wesentlich  von  einander 

verschieden.     Haben  wir  die  Function  ^2  gefunden,  so  ist  darin 

nur  c  —  X  statt  x  und  ijj  (t)  statt  9}  {t)  zu  setzen,  um  M3  zu  erlangen. 


§•  57. 

Fortsetzung.    Die  Anfangstemperatur  ist  gegeben. 
Die  Oberfläclien  haben  die  Temperatur  Null. 

Aufgabe.  Die  Function  u  so  zu  bestimmen,  dass  sie  der 
partiellen  Differentialgleichung 

,,.  du  „  d^  II 

«  8t  ="8^ 

genüge  und  die  Bedingungen  erfülle 

(2)  u=f(x)        für  ^  =  0, 

(3)  w  =  0  „   ic  =  0, 

(4)  \       u  =  0  ^   x  ^=  c. 

Eine  particuläre  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 
(1)  ist 

Dieselbe  befriedigt  zugleich  die  Bedingung  (3).  Damit  auch 
die  Gleichung  (4)  erfüllt  werde ,  haben  wir  ?ic  =  tiTt  zu  setzen. 
Multipliciren  wir  dann  mit  einer  vorläufig  noch  unbestimmten  Con- 
stanten kn,  setzen  der  Reihe  nach  «^  =  1,  2,  3,  .  .  .  und  summiren, 
so  erhalten  wir  die  allgemeine  Lösung 


l%,p-"^\—)*sin  —  X. 
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Die  Coefficienten  müssen  noch  so  bestimmt  werden,  dass  die  Be- 
dingung (2)  erfüllt  werde.  Zu  dem  Ende  entwickeln  wir  f(x)  nach 
§.  32  in  die  unendliche  Reihe 

f(x)  =^S]]{n  sin  —  X 

■^^"  c 

M  =  l 

e 

hn  =  -  I  f{l)sm. —  IclK. 
C  J  c 

0 

Wir  haben  also  die  Lösung 

c 

(I)  u  =  - ^  e      Vc  )*  sin  —  X   j  f(l) sin  —  A a  A. 

n  =  l  ^ 

Die  Reihe  convergirt  sehr  rasch,  weil  mit  wachsendem  n  die 
Exponentialgrösse  rasch  abnimmt.  Mit  zunehmender  Zeit  wird  u 
immer  kleiner  und  für  t  =  ao  haben  wir  u  =  0.  Dann  ist  also  die 
Temperatur  constant  und  übereinstimmend  mit  der  Temperatur 
der  Oberfläche. 


§.  .58. 

Fortsetzung".    Die  Anfangstemperatur  ist  Null. 

Die  Temperatur  ist  Null  in  der  einen  Oberfläche  und 

constant  in  der  andern. 

Aufgabe.     Die  Function  «  so  zu  bestimmen,  dass  sie  der 
partiellen  Differentialgleichung 

/-.x  du  „d^  u 

(^>  dt  =  «'  8^5 

Genüge  leiste  und  den  Bedingungen 

(2)  u  =  0        für  t  =  0, 

(3)  u  =  0  „  X  =  0, 

(4)  tt  =  7  ,,  a?  =  c. 

Die  Gleichungen  (1),  (3),  (4)  befriedigt  die  Function 

Y 

u  =  -  X. 

c 
Soll  auch  die  Gleichung  (2)  erfüllt  werden,  so  haben  wir  zu  diesem 
Werthe  von  u  noch  einen  Beitrag  hinzuzufügen,   der  eine  Lösung 

Eiemann.    Partielle  DifferentialgleicliungeB.  ]^Q 
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der  partiellen  Differentialgleichung  (1)  ist,  für  a;  =  0  und  x  ■=  c 

zu  Null  wird  und  für  i  =  0  den  Werth  —  -  x  annimmt.     Dieser 

c 

Beitrag  ergibt  sich  aus  dem  vorigen  Paragraphen,  wenn  wir  dort 
f  {x)  =z  —  L.  X  setzen.     Dadurch  erhalten  wir 

>   e       \c  J    sm  —  X       -  X  sin  —  IdX. 

e-^^  c      J    c  c 


Es  ist  aber 


c 

/ 


Isin  —  Xdl  =z cosHTi  =  ( —  1)«  + 1 

c  nn  nn 


Dadurch  geht  der  vorige  Ausdruck  über  in 

— ^  >  -^^ —  e      \  c  J    sm  —  X. 

und  wir  erhalten  als  Lösung  unserer  Aufgabe 

(I)  ^  =  r|-  +  -SV^^     ^^^   ^^*^T^ 


M^l 


Dass  diese  Function  u  der  partiellen  Differentialgleichung  (1)  und 

den  Bedingungen  (3)  und  (4)  genügt,  erkennt  man  ohne  weiteres. 

Für  t  =  0  wird  aber  auch  die  Bedingung  (2)  erfüllt.     Denn  es  ist 

nach  §.  23  I. 

2  ^  (—  ly    .    nn  X 

-  > .  -^^ —  stn  —  x  = , 

jr-^^-J       n  c  c 

7t  X 

wie  man  leicht  sieht,  wenn  man  dort  —  statt  x  schreibt.     Diese 

c 

Entwicklung  ist  gültig  für  c  >»  rr  ^  0.  Wir  erhalten  also  für  ^  ^  0 
u  =  y(---)  =  0. 


§.59. 

Fortsetzung.    Die  Anfangstemperatur  ist  Null. 

Die  Temperatur  ist  Null  in  der  einen  Oberfläche  und 

eine  gegebene  Function  der  Zeit  in  der  andern. 

Aufgabe.     Die  Function  u  so  zu  bestimmen,  dass  sie  der 
partiellen  Differentialgleichung 


§.  59.     Begrenzung  zwei  parallele  Ebenen.        147 

^^^  dt—""   dx^ 

genüge  und  den  Bedingungen 

(2)  w  =  0  für  ^  =  0, 

(3)  M  =  0  „  ^  =  0, 

(4)  u  =  i^  (t)         „  X  ^=  c. 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  schlagen  wir  den  in  §.  52  betre- 
tenen Weg  ein.  Dort  kam  es  darauf  an ,  den  Fall  einer  veränder- 
lichen Temperatur  der  Oberfläche  x  =  0  auf  den  Fall  der  con- 
stanten  Temperatur  zurückzuführen.  Hier  handelt  es  sich  um 
dasselbe  Problem  für  die  Oberfläche  x  =  c.     Wir  zerlegen  also 

das  Intervall  von  0  bis  t  in  m  gleiche  Theile  und  setzen  —  =  -O-. 

m 

Dann  stellen  wir  für 

c^  x^O 

eine  Function  x(x^t)  her,  so  dass 

X(x,t)  =  0         für^<0, 
dagegen 

n  =  \ 

für  ^  ^  0. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  diese  Function  an  der  Stelle  i  =  0 
keinen  Sprung  hat,  wenn  c  >>  a;  ^  0  ist.  Denn  alsdann  hat 
%  (a;,  t)  für  ^  =  0  den  Werth  0  wie  für  negative  t.  Ist  aber  x  ■=  c^ 
so  macht  die  Function  von  dem  Werthe  0,  den  sie  für  unendlich 
kleine  negative  t  noch  besitzt,  einen  Sprung  auf  1,  den  Werth  für 
i  =  0. 

Hiernach  hat  die  Function 

die  folgenden  Eigenschaften: 

Sie  genügt  der  partiellen  Differentialgleichung  (1).  Für  ^  =:  0 
hat  sie  im  Innern  des  Körpers  den  Werth  0,  Für  a;  =  0  ist  sie 
ebenfalls  ,=  0.  Für  x  =  c  ändert  sie  mit  der  zunehmenden  Zeit 
sprungweise  ihren  Werth.     Sie  hat  nemlich  iür  x  =  c  den  Werth 

10* 
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für 

57 

^  >  ^  ^  0 
?j^  >t^2& 

ip  (m  '&)  „  m  d'  =  t. 

Lassen  wir  nun  limm  =  oo  werden,  so  ist  Jcd-  =  l,  d-  =  dk 
zu  setzen,  und  wir  erhalten 

n  —  1 

t 

J^  2a^  -^  (-  1)«-^  «  sin  '^  ^f  ^  (^)  ^""'  i^P''^  d  l. 

n  =  1  0 

C  ^   X  ^   0. 

Für  i  =  0  hat  diese  Function  u  den  Werth  0  im  Innern  des 
Körpers  und  in  der  Oberfläche  a?  =  0 ,  den  Werth  ^\>  (0)  in  der 
Oberfläche  a;  =  c.  Sie  ist  zu  jeder  Zeit  =  0  für  a;  =  0,  dagegen 
hat  sie  den  Werth  t/j  (f)  für  x  =  c.  Für  innere  Punkte  genügt  sie 
der  partiellen  Differentialgleichung  (1).  Um  dies  zu  beweisen 
bringen  wir  den  vorletzten  Ausdruck  von  ii  in  die  Form 

fc=i  ^  ^ 

Indem  wir  lim  m  =  oo  werden  lassen  und  lid-  =  ^^  d-  =  d^ 

schreiben,  ergibt  sich 

t 

(II)  u=t(0)x (X. t)  ^Ji (X, t  -  A)  ^1^  dl. 

n 

Führt  man  hier  die  Integration  nach  Theilen  aus,  so  kommt 
man  auf  den  Ausdruck  (I).  Daher  dürfen  wir  den  einen  durch  den 
andern  ersetzen.     Aus  (II)  erhalten  wir  aber 

ö*f  _  ,.(r.^  ^Xi^.t)    ,     r^x(x,t  —  A)  dip(l)  -j 

0 

-i-X('X,0)il^'(t) 
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Aus  -^  fällt  für  c  >>  ^  >  0,  d.  b.  für  innere  Punkte,  der  Bei- 

0  t 

trag  %  {x^  0)  ^'  {t)  heraus ,  denn  %  (x,  0)  ist  für  solche  Punkte  =  0. 
Da  wir  nun  im  vorigen  Paragraphen  bewiesen  haben,  dass 

dt      ~  dx^ 

ist,  so  ergibt  sich  auch  hier 

du  _    2  dHi 
dt  ""  ^*    dx'i' 

Da  wir  nur  das  Innere  des  Körpers  betrachten,  so  können 
wir  in  (I)  den  ersten  Theil  weglassen,  weil  darin  der  Factor  von 
ijj  (t)  den  Werth  0  hat  für  c  >  a;  ^  0. 

Als  Beispiel  wollen  wir  den  Fall  behandeln ,  dass  ip  (t)  eine 
periodische  Function  der  Zeit  ist,  also 

xj}  (t)  =  cos  (dt  —  v). 

Dann  erhalten  wir  aus  (I) 


u  = 


t 
;^^  (—  l)"~i  nsin  —  X     e      \  c  J  '^ cos (at  ~  v  —  aQ)dQ 

n=l  rt 


Wir  führen  eine  neue  Variable  ein,  indem  wir  t  —  A  ==  ^  setzen. 

Für  einen  innern  Punkt  ist  dann 

t 

«  =  -15 

oder  wenn  wir  den  Cosinus  auflösen: 

t 

u  =  — ^— ^( —  ly^—^nsin  —  xcos{c<,t —  v)  l  e      v  c  J  ^ cosoiQclQ 

n=l  ^  / 

-j r~y  X~  1)'*~  >i  sm  —  X sm  {cct  —  v)      e      \  c  J'^smaQdQ 

c:>  x^O. 

Lässt  man  hier  t  ins  Unendliche  wachsen,  verlegt  also  den 
Anfangszustand  in  eine  unendlich  ferne  Vergangenheit  von  dem 
betrachteten  Zeitmoment  aus,  so  erhalten  die  Integrale 


150  Vierter  Abschn.  Wärmebewegung  in  festen  Körpern. 
t 

3     "'  \  c  )  ''  COS  a  Q  d  Q 


0 

t 


,-(")• 


sin ccQ  dQ, 


Werthe,  die  von  der  Zeit  unabhängig  sind.  Diese  Integrale  treten 
aber  als  Coefficienten  auf  in  Gliedern,  welche  periodische  Functionen 
der  Zeit  sind.  Also  wird  auch  die  Temperatur  eines  innern  Punktes 
mit  der  zunehmenden  Zeit  sich  einer  periodischen  Function  der 
Zeit  immer  mehr  annähern. 


§.60. 

Fortsetzung.    Vertauschung  der  Oberflächen. 
Allgemeinste  Form  der  Aufgabe. 

Aufgabe.  Die  Function  u  so  zu  bestimmen,  dass  sie  der 
partiellen  Differentialgleichung 

^  "^  dt  d  x^ 

genüge  und  den  Bedingungen 

(2)  u  =  0        für  t=0, 

(3)  u  =  q)(t)     „  X  =  0, 

(4)  u  =  0  „  ;r  =  c. 

Die  Lösung  ergibt  sich  unmittelbar  aus  der  des  vorigen  Para- 
graphen, indem  man  c  —  x  statt  x  und  (p  (t)  statt  tp  (t)  setzt.  Wir 
erhalten  für  c^  x>  0: 

(I)  u  ^  w  (t)  \ > ,  —  sm  —  x\ 

^  ^  1      c  71  ^^—^  n  c 

»1=1 

n=l  ^  ^ 

Addirt  man  die  Lösungen  der  §§.  57,  59,  60,  so  erhält  man 
die  Function,  welche  den  Bedingungen  (1),  (2),  (3),  (4)  des  §.  56 
Genüge  leistet. 
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§.61. 

Die  Temperatur  der  Kugel  abhängig  von  der  Zeit  und 
vom  Radiusvector. 

Wir  wollen  zu  einem  nach  allen  Seiten  hin  begrenzten  Körper 
übergehen,  zunächst  zu  einer  Kugel,  in  deren  Mittelpunkt  wir  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  legen.  Dann  haben  wir  alle  drei 
Coordinaten  zu  berücksichtigen  und  mithin  lautet  die  partielle 
Difierentialgleichung 

Zuerst  soll  vorausgesetzt  werden,  dass  die  Temperatur  in  allen 
Punkten,  die  vom  Mittelpunkte  gleich  weit  abstehen,  dieselbe  sei. 
Dann  hängt  u  ausser  von  t  nur  von  dem  Radiusvector  r  ab,  welcher 
mit  x^  i/,  z  in  dem  Zusammenhange  steht 

r2  =  a;2  -|-  2/^  -f  ^^' 
Die  Lösung  wird  also  die  Form  haben 

u  =  ^{r,t), 
und  es  ist  deshalb  zweckmässig,  die  nach  r  genommenen  Differen- 
tialquotienten statt  der  nach  x^  y,  z  genommenen  einzuführen. 
Es  ist  nun 

du du  dr 

dx       dr  dx'' 

d^u  _  d^u  fdry.    du  d^r 
dx'^  ~  ä72  \dxj  ^  dr  ä^2' 

Folglich  haben  wir 

a2  u    ,    d^    .    d^ 
dx'^'^  dy'^~^  dz^ 

~"  972" iVw  '^\d%j)  '^\ds)\'^dr  \d  x"^  ~^  dy'^'^  d z^  ' 
Aus  der  Gleichung  r'^  =  x'^  -\-  y'^  -\-  z'^  ergibt  sich 


dr 
dx 
2)2  Y        /'^  r 


r  ^  ^=  X, 
dx 


r  — 

dx'^ 


+  a  = 
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Bildet  man  die  entsprechenden  Differentialquotienten  nach  y  und 
nach  ^,  so  erhält  man 


d.  h. 


und  ferner 


/^?£V_L  C^Vx  {—Y— 

\dx)  '^\dy)  '^Kds)  ~ 


j^ii  ,  ?!i  ,  ?!ii  I  (^jy^  (^jlx-j^  ^^y=  3 

d.  h. 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  geht  die  partielle  Differen- 
tialgleichung (1)  über  in 

(2)  i^=«^(l^:+r'* 


Wir  haben  also  eine  partielle  Differentialgleichung  erlangt,  in 
welcher  die  Coefficienten  nicht  mehr  constant  sind,  und  diese 
Gleichung  scheint  demnach  mehr  Schwierigkeiten  zu  machen  als 
die  frühere  mit  constanten  Coefficienten.  Wir  können  jedoch 
durch  Einführung  einer  neuen  Variablen  die  Gleichung  (2)  auf  die 
frühere  Form  zurückführen.     Wir  haben  nur  zu  beachten,  dass  r 

von  i  unabhängig,  also  —  =  0  ist.     Dann  haben  wir 

0    V 

dOru)  du  „  /    c^u    ,    ^  du 


dt  dt  Vör2'        gy 

Die  letzte  Klammer  ist  aber 

_d'^(ru) 

0^2 

Folglich  erhalten  wir  statt  der  partiellen  Differentialgleichung  (2) 
jetzt 

.  d(ru)  _       dHru) 

^"^^  "dV-"'  ~dl^' 

und  diese  stimmt  mit  der  früher  behandelten  in  der  Form  voll- 
ständig überein,  nur  dass  r  an  die  Stelle  von  x  getreten  ist,  und 
die  Function,  welche  der  Gleichung  (3)  genügt,  nicht  mehr  u,  son- 
dern TU  ist. 
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§.62. 

Fortsetzung.    Anfangstemperatur  und  Temperatur  der 
Oberfläche  gegeben. 

Wir  können  hier  im  allgemeinen  zwei  Nebenbedingungen 
stellen,  indem  wir  für  einen  Anfangstermin  die  Temperatur  jedes 
Punktes  im  Innern  der  Kugel  geben  und  für  jeden  Zeitmoment 
die  Temperatur  der  Oberfläche.  Es  soll  dann  die  Function  u  so 
bestimmt  werden,  dass  sie  der  partiellen  Differentialgleichung 

genüge  und  den  Nebenbedingungen 

(2)  u  =  F(r)         für  t  =  0, 

(3)  u  =  tpit)  „   r  =  c. 

Wir  wollen  ru  =  ü  setzen.  Dann  lauten  die  Bedingungen, 
an  welche  v  geknüpft  ist 

(2)  V  =  r  F(r)         für  ^  =  0, 

(3)  o'=  crp{t)  „   /•  =  c. 

Diese  Aufgabe  stimmt  im  wesentlichen  überein  mit  einer 
schon  früher  gelösten.  Ein  Umstand  ist  jedoch  nicht  ausser  Acht 
zu  lassen.  Wir  haben  hier  zwei  Grenzwerthe,  zwischen  denen  r 
zu  nehmen  ist,  nemlich  r  =  0  und  r  =  c,  gerade  wie  wir  in  den 
§§.  56  bis  60  zwei  Grenzwerthe  von  x  hatten.  Dort  kamen  aber 
zu  der  partiellen  Differentialgleichung  drei  Nebenbedingungen 
hinzu,  während  wir  hier  bis  jetzt  nur  zwei  haben.  Es  fehlt  uns  noch 
eine  Bedingung  für  r  =  0.  Diese  ist  aber  wirklich  vorhanden. 
Denn  es  ist  ru  =  v  gesetzt,  und  es  muss  demnach 
.(4)  ü  =  0        für  r  =  0 

sein. 

Diß  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  in  den  §§.  .57  und  59  bereits 
enthalten.  Man  braucht  dort  nur  y  statt  x  und  ru  statt  u  zu 
schreiben.  Dann  sind  die  Lösungen  der  §§.  57  und  59  durch 
Superposition  zu  verbinden. 
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Für  eine  Hohlkugel,  die  von  zwei  concentrischen  Kugelflächen 
vom  Radius  c  und  resp.  e  begrenzt  ist  (c  >>  e  ^  0),  kommen  wir 
ebenfalls  auf  die  partielle  Differentialgleichung  (1),  wenn  wir  fest- 
setzen, dass  die  Temperatur  nur  von  r  abhängen  soll.  Die  Neben- 
bedingungen lauten  dann 

(2)  ru  =  rF(r)        für  i  =  0, 

(3)  ru  =^  cip(t)  55  *"  =  C5 

(4)  ru  =  e  cp(t)  55  ^  =  ß- 

Diese  Aufgabe  lässt  sich  leicht  auf  die  Aufgabe  des  §.  56 
zurückführen. 


§.  63. 

Fortsetzung.  Die  Kugel  in  einem  diathermanen  Medium. 

Wir  betrachten  wieder  eine  volle  Kugel,  in  welcher  die  Tem- 
peratur nur  von  t  und  r  abhängig  ist.  Wir  setzen  voraus,  dass  sie 
allmählich  erkalte,  indem  sie  sich  in  einem  leeren  Räume  oder  in 
einem  Gase  befindet,  an  welches  der  Körper  regelmässig  eine 
Wärmemenge  abgeben  möge,  die  der  Temperaturdifferenz  propor- 
tional sei.  Dann  muss  man  wieder  eine  constante  Grösse  kennen, 
welche  den  Wärmeaustausch  in  der  Zeiteinheit  angibt,  und  welche 
abhängt  von  der  Natur  des  Körpers,  von  der  Beschaffenheit  seiner 
Oberfläche  und  von  der  Natur  des  äussern  Mediums.  Setzen  wir 
die  Wärmemenge,  welche  aus  der  Einheit  der  Oberfläche  in  der 
Zeiteinheit  in  das  äussere  Medium  übertragen  würde,  wenn  die 
Temperatur  des  Körpers  und  des  Mediums  um  P  sich  unterschie- 
den, also  die  äussere  Leitungsfähigkeit  =  H,  so  können 
wir  hieraus  die  Wärmemenge  berechnen,  welche  durch  die  Ober- 
fläche des  Körpers  in  das  äussere  Mittel  übergeht.  Ein  Elemen- 
tarstück der  Oberfläche  sei  co  und  die  Temperatur  des  Körpers 
sei  u,  die  des  Mediums  Z7,  dann  geht  in  der  Zeit  dt  die  Wärme- 
menge 

H(u  —  U)G)dt 

durch  jenes  Element  hindurch.  Die  Temperatur  an  der  Oberfläche 
des  Körpers  ist  also  jetzt  weder  constant,  noch  von  der  Zeit  allein 
abhängig,  sondern  mit  der  Temperatur  des  Körpers  selbst  verän- 
derlich. 
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Wir  haben  früher  den  Wärmefluss  im  Innern  des  Körpers  in 
der  Richtung  der  ^-Axe  betrachtet,  auf  die  Einheit  der  Zeit  und 
die  Einheit  der  Fläche  bezogen,  und  haben  gefunden,  dass  er 

,  du 

dx 
ist.     Dies  lässt  sich  verallgemeinern,  indem  wir  den  Wärmefluss 
in  irgend  einer  Richtung  nehmen. 

Der  Wärmefluss  rechtwinklig  gegen  irgend  ein  Flächen- 
element ist  die  Wärmemenge,  welche  in  der  Zeit  dt  durch  dieses 
Flächenelement  hindurchgeht,  dividirt  durch  den  Inhalt  des 
Flächenelementes  und  dividirt  durch  dt.    Danach  ist 

,  du 

ft    7^ — 

or 
der  Wärmefluss  in  der  Richtung  des  Radius  r.     Wir  nehmen  r 
kleiner  als  den  Radius  der  Kugel  und  fragen  nach  der  Wärme- 
menge, welche  in  der  Zeit  dt  durch  die  Kugeloberfläche  vom  Ra- 
dius r  in  der  Richtung  der  wachsenden  r  hindurchgeht.     Diese  ist 

—  4:r~7ik  7^  dt. 
Öl- 
Sie  tritt  in  der  Zeit  d  t  aus  der  inneren  Kugel  vom  Radius  r  in  die 
Kugelschale  von  den  Radien  r  und  c.    Zu  gleicher  Zeit  tritt  aber 
aus  dieser  Kugelschale  durch  die  Oberfläche  vom  Radius  c  die 
Wärmemenge 

4:C-^7tH(Uc  —  U)dt 

in  das  äussere  Medium,  wenn  mit  Uc  die  Temperatur  in  der  Ent- 
fernung c  vom  Mittelpunkte  bezeichnet  wird.  Folglich  beträgt  der 
Wärmezuwachs,  welchen  die  Kugelschale  von  den  Radien  c  und  r 
in  der  Zeit  dt  erleidet 

-  4.7tdt(Tcr^y^-^Hc^(Ua-U)\ 

Diese  Wärmemenge  ist  um  so  geringer,  je  kleiner  wir  die 
Diff'erenz  c  —  r  nehmen.  Sie  ist  ==  0,  wenn  c  —  r  =  0  wird. 
Denn  alsdann  wird  der  körperliche  Inhalt  der  Kugelschale  selbst 
=  0  und  folglich  auch  die  Wärmemenge  =  0,  welche  in  diesen 
Körper  vom  Inhalte  0  eintritt.  Wir  dürfen  zwar  nicht  unmittelbar 
c  —  r  =  0  setzen,  weil  wir  bei  Herstellung  des  Ausdruckes  für 
den  Wärmefluss  in  der  Richtung  r  voraussetzen,  dass  c  —  r  >>  0 
sei.  Aber  wir  können  die  positive  Differenz  c  —  r  =  8  beliebig 
klein  machen.    Der  vorige  Ausdruck  für  den  Wärmezuwachs  gibt 
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uns  nun  die  Temperaturzunalime,  die  in  der  Zeit  dt  eintritt,  indem 
wir  durch  den  Inlialt  der  Kugelschale,  durch  die  Dichtigkeit  q 
und  durch  die  specifische  Wärme  C  dividiren.  Die  Temperatur- 
zunahme ist  danach 


dt 


dt 


—  5(c2   _   cd  +  |ö^)^C 

Der  Factor  von  dt  muss  aber  endlich  bleiben,  wie  klein  man  auch 
8  nehme,  weil  u  sonst  unstetig  würde.  D.  h.  es  muss  der  Zähler 
mit  8  unendlich  klein  werden  und  zwar  in  derselben  Ordnung 
unendlich  klein  wie  d.    Dieser  Zähler  ist 

^^""^       -{-HcHuc-U). 
—s 

Mit  ihm  zugleich  wird  auch 

Kst)  +  ^("<-  -  ^> 

von  derselben  Ordnung  unendlich  klein  wie  d.    Schreiben  wir  also 


(-1-:), 


J^(^^)  +  H(u,-U)  =  0, 


so  haben  wir  gegen  die  endlichen  Grössen  links  nur  eine  unend- 
lich kleine  Grösse  von  derselben  Ordnung  wie  d  vernachlässigt. 
Dasselbe  Resultat  hätten  wir  erlangt,  wenn  wir  direct  r  =  c  ge- 
setzt hätten.  Ueber  die  Zulässigkeit  dieser  Substitution  ist  viel 
gestritten  worden.  Unsere  Darstellung  beweist  die  Zulässigkeit 
und  gibt  zugleich  an,  in  welchem  Sinne  die  letzte  Gleichung  zu 
verstehen  ist. 

TT 

Der  Einfachheit  wegen  soll  U=  0  gesetzt  und  -r-  mit  dem 

einfachen  Buchstaben  h  bezeichnet  werden.  Die  letzte  Gleichung 
geht  dadurch  über  in 


\dr)c~^ 


hu  =z  0. 


Führen  wir  noch  v  =  r  h  ein,  so  erhalten  wir 
als  Bedingung  für  die  Oberfläche  der  Kugel. 


-}-  fji—  -]v  =  0        für  r 
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§..64. 
Fortsetzung.    Lösung  der  Aufgabe. 

Aufgabe.     Die  Function  v  so  zu  bestimmen,  dass  sie  für 
c  >>  r  ^  0  der  partiellen  Differentialgleichung  genüge 

und  die  Nebenbediugungen  erfülle 

(2)  v  =  rF(r)  für  #  =  0, 

(3)  1^  +  ^^-^)^'  =  ^         "    *'  =  ^' 

(4)  ^  =  0  „    r  =  0. 

Wir  gehen  wieder  von  particulären  Lösungen   aus,  nemlich 
von  den  Lösungen 

Der  Bedingung  (4)  genügt  nur  die  letztere.  Wir  haben  also  in 
der  Gleichung 

V  ■=.  e-"'^"^*  sinlr 

eine  particuläre  Lösung  von  (1),  welche  die  Bedingung  (4)  befrie- 
digt. Soll  auch  die  Gleichung  (3)  erfüllt  sein,  so  haben  wir  für 
r  =  c 

g_„2A-2i  ix  cos  A  r  +  fh  —  ^)  sin  A  r!  =  0 

zu  setzen,  oder 

cl  cos  cl  -]-  (lic  —  1)  sin  cl  =  0. 

Bezeichnen  wir  mit  A^,  Ag,  ...  A„  ...  die  Wurzeln  dieser  trans- 
scendenten  Gleichung,  so  ist 

CO 

'0  =  ^  hn  e~'''^^n  sin  K  r 

n  =  l 

die  allgemeine  Lösung  von  (1),  welche  zugleich  die  Bedingungen  (3) 
und  (4)  erfüllt.  Die  Coefficienten  &„  sind  dann  noch  so  zu  bestim- 
men, dass  die  Gleichung  (2)  befriedigt  werde. 
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§.  65. 

Fortsetzung.    Die  transscendente  Gleichung: 
(p  cos  cp  -\-  p  sin  g)  ^  0. 

Zunächst  kommt  also  alles  auf  die  transscendente  Gleichung 
kc  cos  Ic  -\-  (ch  —  1)  sm  A  c  =  0 
an.    Wir  schreiben  zur  Abkürzung  Ic  =  cp,  ch  —  1  =  j9  und 

q)  cos  (p  -\-  p  sin  (p  =  ^. 
Dann  lautet  die  zu  untersuchende  Gleichung 

0  =  0. 
Zu  jeder  reellen  positiven  Wurzel  gehört  eine  negative  von 
gleichem  Zahlwerth.   Wir  können  uns  aber  auf  die  Ermittlung  der 
positiven  Wurzeln  beschränken,  da  die  beiden  Glieder 

Vne-°-^''lHinKn'*'    und    &^e-«^^«*  sm(— A„y) 
sich  in  eins  zusammenfassen  lassen,  wenn  wir 

h'  —  h"  —  h 
setzen.  Daher  haben  wir  in  dem  Ausdrucke  für  v  im  vorigen 
Paragraphen  unter  l^i  l^  ...  die  positiven  Wurzeln  der  transscen- 
denten  Gleichung  zu  verstehen.  Die  Wurzel  9)  =  0  kann  von  der 
Betrachtung  ausgeschlossen  werden,  weil  dadurch  A  =  0  und  also 
auch  sin  Ar  =  0  wird. 

Bei  der  Discussion  der  transscendenten  Gleichung  sind  drei 

Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  p  positiv,  ^=  0  oder  negativ  ist. 

Erstens.     Es  sei  p  >-  0.    Da  wir  nur  positive  Werthe  von  A 

suchen  und  e  wesentlich  positiv  ist,  so  brauchen  wir  nur  positive 

Werthe  von  (p  zu  berücksichtigen.     Soll  der  Gleichung 

^  cos  ^  ■\-  p  sin  q)  =  0 
Genüge  geleistet  werden,  so  müssen  cos  9?  und  sin  fp  entgegen- 
gesetzte Zeichen  haben.  D.  h.  (p  muss  im  zweiten,  vierten,  sechsten 
Quadranten  u.  s.  f.  liegen.  In  jedem  solchen  Quadranten  existirt 
aber  wenigstens  ein  Werth  von  go,  welcher  die  Gleichung  erfüllt. 
Denn  es  ist 

für  gp  =  (2  n-  +  1)  ?         ^  ==  {—  If  .  p, 

„    g)  =  (m  ^  l)jr  0  =  (—  l)«  +  i  ,  {n  -{-  l)  7t. 
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Die  Function  ^  hat  also  zu  Anfang  und  zu  Ende  des  betrejffenden 
Quadranten  entgegengesetzte  Zeichen.  Sie  niuss  demnach,  da  sie 
stetig  verläuft,  mindestens  einmal  in  dem  Quadranten  den  Werth 
0  annehmen.  Dass  sie  aber  in  jedem  der  betreffenden  Quadranten 
nur  einmal  =  0  wird,  erkennt  man  an  ihrem  Differentialquotienten 

-j —  z=  (l  -\-  p)  cos  (p  —  (p  sm  (p. 

Wenn  nemhch  cp  von  (2  n  -f-  1)  -  bis  (n  -|-  1)  :;r  stetig  zunimmt,  so 

ändert  der  eben  betrachtete  Differentialquotient  sein  Vorzeichen  nicht. 
Dasselbe  ist  vielmehr  in  diesem  ganzen  Quadranten  =  ( —  l)»»  +  i. 
Je  nachdem  also  n  ungerade  oder  gerade  ist,  nimmt  die  Function 
^  in  dem  betreffenden  Quadranten  fortwährend  zu  oder  ab,  Sie 
kann  deshalb  in  dem  einen  Quadranten  den  Werth  0  nur  einmal 
annehmen.  Betrachtet  man  (p  als  Abscisse,  ^  als  Ordinate  einer 
Curve  (Fig.  18),  so  geht  diese  durch  den  Anfangspunkt  der  Coor- 

Fig.  18. 


in 


2 
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dinaten  (qp  =  0).  Sie  liegt  abwechselnd  oberhalb  und  unterhalb 
der  Abscissenaxe ,  wenn  (p  den  ersten,  dritten,  fünften  Quadran- 
ten u.  s.  f.  durchläuft,  und  schneidet  dieselbe  je  einmal  im  zweiten, 
vierten,  sechsten  Quadranten  u.  s.  i.    Unter  dem  nten  Quadranten 

7t  7t 

verstehen  wir  dabei  das  Intervall  von  tp  =  [n  —  1)  -  bis  9)  =  ■>*  —  • 

Zweitens.     Es  sei  p  =^  0.     Dann  lautet  die  Gleichung 

(p  cos  (p  =z  0, 

7t 

und  ihre  positiven  Wurzeln  sind  (p  ^  (2n  —  1)  -  für  w  =  1, 2, 3  . . . 

Drittens.     Es  sei  p  <C.  0.     Wir  setzen  p  =  —  q  und  ver- 
stehen unter  q  eine  positive  Grösse.     Der  Verlauf  der  Function 

0  =  cos  (p  (cp  —  qtg  cp) 

soll  wieder  graphisch  dargestellt  werden  durch  eine  Curve,  deren 
Coordinaten  (p  und  O  sind.  Zunächst  sieht  man,  dass  0  nicht  =  0 
werden  kann,  wenn  ig  cp  negativ  ist,  d.  h.  wenn  cp  im  zweiten,  vier- 
ten Quadranten  u.  s.  f.  liegt.  Denn  es  ist  dann  cp  —  qtg  cp  in  dem 
ganzen  Quadranten  positiv.  Das  Vorzeichen  von  ^  stimmt  also 
überein  mit  dem  Vorzeichen  von  cos  cp,  es  ist  negativ  im  zweiten, 
sechsten,  zehnten  Quadranten  u.  s,  £,  positiv  im  vierten,  achten, 
zwölften  Quadranten  u.  s,  f.  Für  den  dritten,  fünften  Quadran- 
ten u.  s,  f  hat  0  zu  Anfang  und  zu  Ende  Werthe  mit  entgegen- 
gesetzten Vorzeichen.     Es  ist  nemlich 

für  (p  =  uTt  0  =z  (—  l)«Mjr 

und  dies  gilt  für  i^  =  1,  2,  .3  .  .  .  Im  dritten,  fünften  Quadran- 
ten u,  s.  f  muss  also  die  Curve  mindestens  einmal  die  Abscissenaxe 
schneiden.  Im  ersten  Quadranten  ist  ^  =  0  für  ^  ^  0  und  0=  —  q 

7t 

für  q)  =  --  Ob  die  Curve  ausserdem  im  ersten  Quadranten  die  Ab- 
scissenaxe noch  schneidet  und  ob  sie  in  irgend  einem  der  übrigen 
Quadranten  von  ungerader  Ordnung  mehr  als  einmal  durch  die 
Abscissenaxe  geht,  bedarf  der  besondern  Untersuchung.  Dabei 
kommt  der  Differentialquotient 

—  =  coscp  |(1  —q)  —  (ptgcp^ 
in  Betracht,  und  es  ist  zu  unterscheiden,  oh  q^l  oder  ob  g <C  1  ist. 


§.65.  Temperatur  der  Kugel  abhängig  von  t  und  r.     161 

Für  g  ^  1  wird  im  ersten ,  dritten ,  fünften  . . .  Quadranten 

die  Klammergrösse  \{l  —  q)  —  q>  tg  (p\  nicht  positiv.     Sie  ist  für 

g  >  1  in  den  betreffenden  Quadranten  durchweg  negativ.  Für  g  ==  1 
ist  sie  =  0  für  den  Anfang  des  Quadranten,  übrigens  aber  auch 

negativ.    Das  Vorzeichen  von  ^ —  und  das  Vorzeichen  von  cos  w 

d(p  ^ 

sind  also  entgegengesetzt  und  zwar  ist  -. —  negativ  im  ersten,  fünf- 
ten, neunten  Quadranten  u.  s.  f.,  positiv  im  dritten,  siebenten  Qua- 
dranten u.  s.  f.  Die  Curve  verläuft  also  im  ersten  Quadranten 
ganz  unterhalb  der  Abscissenaxe ,  ohne  sie  ausser  dem  Punkte 
g)  =  0  noch  weiter  zu  schneiden,  und  in  den  übrigen  Quadranten 
ungerader  Ordnung  geht  sie  nur  einmal  durch  die  Abscissenaxe 
hindurch  (Fig.  19).  Für  g  >>  1  liegen  die  Maxima  und  Minima 
von  O  in  den  Quadranten  gerader  Ordnung,  für  g  =  1  am  Ende 

dieser  Quadranten. 

Fiff.  19. 
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Für  g  <;  1  ist  dagegen  in  den  Quadranten  ungerader  Ordnung 
(1  ^.  q)  —  cptgcp 
anfänglich  positiv,  dann  an  einer  Stelle  =  0  und  hierauf  negativ. 

Ebenso  wird  es  also  mit  dem  Vorzeichen  ™„ 'j^  im  ersten,  fünften, 

d  (p 

neunten  Quadranten  sein,  während  im  dritten,  siebenten,  elften 

Quadranten  u.  s.  f  -^ —  zuerst  negativ,  dann  an  einer  Stelle  =  0 
d  (f) 

und  hierauf  fortwährend  positiv  ist.     Die  Curve  verläuft  also  im 

ersten  Quadranten  von  der  Abscissenaxe  aus  anfänglich  oberhalb 

derselben,  erreicht  ein  Maximum,  kehrt  dann  um  und  geht  ausser 

für  gj  =  0  noch  an  einer  Stelle  zwischen  0  und  -   durch  die  Ab- 

scissenaxe  hindurch.  In  den  übrigen  Quadranten  ungerader  Ord- 
nung entfernt  sich  die  Curve  anfänglich  von  der  Abscissenaxe, 
nach  Erreichung  des  entferntesten  Punktes  nähert  sie  sich  ihr 
wieder  und  schneidet  sie  in  jedem  der  betreffenden  Quadranten 
ein  einziges  Mal  (Fig.  20). 

Fiff.  20. 


5Jr 
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Fassen  wir  das  Resultat  der  Untersuchung  zusammen,  so  zeigt 
sich,  dass  die  transscendente  Gleichung 

(p  cos  (p  -\-  p  sin  cp  =T  0 
unendlich  viele  positive  Wurzeln  besitzt.    Diese  positiven  Wurzeln 

sind  die  ungeraden  Vielfachen  von  - ,  wenn  ^9  =  0  ist.   Sie  liegen 

in  den  Quadranten  gerader  Ordnung,  in  jedem  eine,  wenn  p  positiv 
ist.  Es  liegt  je  eine  in  den  Quadranten  ungerader  Ordnung,  wenn 
2)  negativ  und  sein  Zahlwerth  kleiner  als  1  ist.  Es  liegt  je  eine  in 
den  Quadranten  ungerader  Ordnung,  mit  Ausnahme  des  ersten, 
wenn  p  negativ  und  sein  Zahlwerth  nicht  kleiner  als  1  ist.  Uebri- 
gens  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  ziemlich  leicht  zu  berechnen. 
Man  vergleiche  hierüber  Euler,  introductio  in  analysin  infinitorum. 
Tomus  II.  Cap.  XXII.  Problema  IX,  wo  die  Aufgabe  für  p  =  —  l 
gelöst  ist. 

§.   66. 

Fortsetzung.    Bestimmung  der  constanten  Coefficienten 

der  Lösung. 

Die  unendlich  vielen  positiven  Wurzeln  der  transscendenten 
Gleichung 

IccosXc  -\-  (h  c  —  1)  sin  A  c  =  0 

bezeichnen  wir  der  Reihe  nach  mit  Aj ,  K^^  ...  In  •••  und  setzen  sie 
ein  in  die  unendliche  Reihe 

00 

(I)  ^  =  2  ^'»  ß~  "'  ^n*  sin  K  r . 

Dann  genügt  die  Function  v^  wie  in  §.  64  nachgewiesen,  für 
c  >-  r  ^  0  der  partiellen  Differentialgleichung 


(^^                              8*  =  «'8r' 

und  ausserdem  den  Bedingungen 

(^)                                   Pr  +  {'~^>  = 

=  0 

für  r  =  c, 

(4)                                   ^  =  0 

„    r  =  0. 

Soll  auch  die  Bedingung 

(2)                                    v  =  rF(r) 
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befriedigt  werden,  so  sind  die  Coefficienten  i^,  h-^^  63,  ...  hn  ...  so 

zu  bestimmen,  dass 

00 

r  F(r)  =  2  ^M  sin  K  r 
w  =  1 

ist.  Dies  ist  eine  Entwicklung,  ganz  analog  der  Reihe  von  Fourier. 
Wir  schlagen  also  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  denselben 
Weg  ein  wie  bei  Fourier's  Reihe.  Wir  multipliciren  beide  Seiten 
der  vorigen  Gleichung  mit  sinKifdr  und  integriren  zwischen  den 
Grenzen  0  und  c.    Ist  m  ^  w,  so  hat  man 

.    ,        .    .           cos{lm  —  K)r  —  cos{X„i-\-K)r. 
stn  A„.  r  sm  /.„  r  = ^^ — -: ^ ■ ^— , 


folglich 


V 

/ 

0 


Ä  Kr  sin  X„rdr  =  ^'!^^^~^^  -  "o^^t^^' 


^m  I  sin  (Aj^  —  Xn)c  —  sin  (A^  -(-  A„)  c  | 

In  \sin  {Im  —  K)g  -\-  sin  {Ki -\-K)c\ 


+ 


oder 


sinAmVsinlnVär 
ö 
—  Im  cos  Kl  c  sin  Xn  G  -\-  K  sin  ^m  c  cos  A„  c 


c 

ß 


^m   —   K 

Der  Nenner  ist  von  0  verschieden,  weil  A,„  und  A„  verschiedene 
positive  Wurzeln  der  Gleichung 

XccosXc  -\-  (hc  —  1)  sin  A  c  =  0 
sind.     Wir  können  aber  nachweisen,  dass  der  Zähler  ■=  0  ist.     Es 
ist  nemlich 

A„j  c  cos  Im  c  =  —  Qic  —  1)  sin  A,„  c 
und 

—   QlC —  V^SinlnC  =  InCCOSlnC 

Daraus  folgt  durch  Multiplication 

—  Im  COS  Im  c  siu  InC  -|-  A„  sin  A„j  c  eoslnC  =  0 . 
Demnach  ist 

c 

/  sin  ImTsinJ^n'^är  =  0  für  m  ^  n. 

0 
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.gegen  n  ^  n 


Nehmen  wir  dagegen  w  =  m,  so  erbalten  wir 

1  —  cos2A„,r 


2 
und  daher 


,.,..,,  1  sin2X,nC 


2  4A 

0 

Das  Resultat  der  vorgenommenen  Integration  beschränkt  sich 
also  auf  der  rechten  Seite  auf  ein  Glied.     Wir  erhalten 

c 

r    T^r  \    •    ■)       7          2A„iC  —  sm2A„iC 
/  r  F(r)  sin  A„, rdr  = — h^ 


oder 

4.L 


bm   = 


2  ^m  c  —  sin  2  Im  c 

0 


c 

/  rF{r)sinlnirär. 


Den  Factor  vor  dem  Integral  können  wir  noch  etwas  uniformen. 
Es  ist  nemlich 

Iccoslc  -\-  p  sin  A c  =  0 . 

Multipliciren  wir  mit.  2  cos  ?^c,  so  ergibt  sich 

2lccosXccoslc  =  —  ^j  sin  2  A  c. 

Andererseits  erhalten  wir,  indem  wir  beide  Seiten  der  Gleichung 

Iccoslc  ■=  —  |;  sin  A  c 
quadriren : 

(A2  c2 -|-|j2j  cos  A  c  cos  A  c  =  jj2^ 

folglich 

2Aci;2 


2lccoslccoslc 


12  c2  4-  _p2 


und  wenn  wir  dies  in  den  vorher  gefundenen  Ausdruck  für  —  p  sin  2  A  c 
einsetzen : 

.    _  ,  2lcp 

-«»2  1.  =  ^,^^,. 

Danach  wird 

4A  _  2    A2c2  -^  Qic—iy 

2Ac  —  sm2Ac  ~  c  IH^  -f-  licQic  —  1)" 

Hier  können  wir  für  A  irgend  eine  Wurzel  unserer  transscenden- 
ten  Gleichung,  also  auch  A^,  einsetzen.  Dadurch  erhalten  wir  den 
Factor  des  Integrals  in  dem  Ausdrucke  für  hm-  Dieser  Ausdruck 
lässt  sich  also  auch  schreiben 
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Geben  wir  den  Coefiicienten  in  der  Reihe  (I)  die  Werthe,  welche 
in  der  Gleichung  (II)  ausgedrückt  sind,  so  genügt  die  Function  v 
den  sämmtlichen  Bedingungen. 

Es  bliebg  nun,  streng  genommen,  noch  die  Convergenz  der 
Reihe  (I)  zu  prüfen.  Diese  Untersuchung  ist  aber  sehr  subtil  und 
soll  deshalb  hier  weggelassen  werden. 


§.  67. 

Fortsetzung.    Die  transscendente  Gleichung  hat  nur 
reelle  Wurzeln. 

Wir  haben  bis  jetzt  nur  die  reellen  Wurzeln  der  Gleichung 
Iccos Xc  -j-  (hc  —  1) sin Ic  =  0 
berücksichtigt.  Daher  entsteht  die  Frage,  ob  nicht  auch  imaginäre 
Wurzeln  vorhanden  sind.     Wäre 

X  =  a  -{-  ß  V^^ 
eine  complexe  Wurzel  der  Gleichung,  so  müsste  auch 

^'  =  a—  ß  V^^ 
eine  Wurzel  sein,  und  es  wäre  dann 

sinXr  =  E^  SV'^'i, 

sink'r=  B  —  SV^^^. 
Wir  haben  aber  schon  bewiesen,  dass 

c 

f  sinXrsin^'rdr  =:  0 

0 

ist,  wenn  AA  —  A'A'  nicht  den  Werth  0  hat.     Es  müsste  also 

c 


0 

sein,  d.  h. 


0 
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was  immöglich  ist.     Es  können  also  complexe  Wurzeln  nicht  vor- 
handen sein.     Der  Beweis  passt  nicht  mehr,  wenn  w  =  0,  cl.  h 


l  =  ßV—  1 


l'  =  -  ß]/-l 
ist,  denn  in  diesem  Falle  haben  wir  A-'  —  l'"^  =  0.    Nehmen  wh' 
aber  die  transscendente  Gleichung  in  der  Form 

(p  cos  (p  -{-  p  sin  g)  =  0 

und  entwickeln  den  Cosinus  und  den  Sinus  in  Reihen,  so  lautet 
die  Gleichung 

0  =  (i)^i)<p  —  ^,— ^'  +5,  •  y  -  +  ••• 

oder 

0  =  hccp  —  ^ — g|— >^  +  ^     -1     >^ h  ••• 

Wird  hier  cp  rein  imaginär  ■:=  ipy  —  1  gesetzt,  so  muss  t/>  der 
Gleichung  genügen 

0  =  *i/^{;,.  +  (-^^^  +  ^^^r  +  ■■■}■ 

Dies  ist  aber  unmöglich,  da  die  Klammergrösse  positiv  ist. 
Die  transscendente  Gleichung 

XccosXc  -\-  (hc  —  1)  sin  A  c  =  0 
hat  also  nur  reelle  Wurzeln. 


§.  68. 
Fortsetzung.   Der  Radius  der  Kugel  ist  sehr  klein. 

Die  Aufgabe,  mit  der  wir  uns  in  den  vorigen  Paragraphen 
beschäftigt  haben,  lautet  so: 

Eine  Kugel  vom  Radius  c  befindet  sich  in  einem  diathermanen 
Mittel.  Die  äussere  Leitungsfähigkeit  ist  =  S"  und  die  Temperatur 
des  Mittels  constant  =  0.  Die  Temperatur  zur  Zeit  ^  =  0  ist  für 
jeden  Punkt  im  Innern  der  Kugel  gegeben.  Sie  ist  dieselbe  für 
alle  Punkte,  die  vom  Mittelpunkte  der  Kugel  gleichen  Abstand 
haben.  Wir  bezeichnen  sie  mit  F(r).  Dann  ist  die  Temperatur 
zur  Zeit  t  eine  Function  von  r  und  t,  und  zwar  haben  wir  gefunden 
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u  =  -y.  ,2  ,    17/7 TT  ■ /  rF(r)swKrdr, 

wenn  man  mit  Aj ,  A2 ,  . . .  A^  •  •  •  die  positiven  Wurzeln  der  trans- 
scendenten  Gleichung 

Iccoslc  -j-  (/^  c  —  1)  sin  A  c  =  0 
bezeichnet. 

Es  sollen  nun  die  beiden  Fälle  besonders  untersucht  werden, 
dass  c  entweder  sehr  klein  oder  sehr  gross  ist. 

Nehmen  wir  c  sehr  klein.     Die  Wurzel  A,iC  liegt  jedenfalls 

zwischen  {n — l)jr  und  nn,  also  A„  zwischen  (n — 1)-  und  n-- 

Da  nun  -  sehr  gross  ist ,  so  sieht  man ,  dass  die  Zahlen  A2 ,  A3 ,  ... 

im  Vergleich  zu  Ai  sehr  gross  sind.  Daher  kann  man  e~«^^|*  und 
alle  folgenden  Glieder  gegen  e~"'^^l*  vernachlässigen  und  erhält 
einfach 

Ai  r 

Die  Temperatur  zu  einer  und  derselben  Zeit  t  ändert  sich  also  mit 
r  in  der  Weise,  dass  sie  proportional  der  Function 

sin  ^i  r 

A^r 

bleibt,  in  welcher  A^r  kleiner  als  Jt  ist.  Der  Differentialquotient 
der  Function ist  '- — '-  und    hat    negative    Werthe, 

S  8^ 

wenn  s  zwischen  0  und  7t  liegt.  Daraus  folgt,  dass  zu  einer  und 
derselben  Zeit  die  Temperatur  mit  dem  wachsenden  Abstände  vom 
Mittelpunkt  fortwährend  zu-  oder  abnimmt,  je  nachdem  bi  negativ 
oder  positiv  ist. 

Hier  ist  natürlich  der  Fall  auszuschliessen ,  dass  J^  =  0  ist. 
Dann  hätte  man  eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  anzustellen  über 
das  erste  Glied  der  Entwicklung,  dessen  Coefficient  h  nicht  =  0 
wird. 
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§•  69. 
Fortsetzung.    Der  Radius  der  Kugel  ist  sehr  gross. 

Wir  nehmen  zweitens  den  Radius  c  der  Kugeloberfläche  sehr 
gross  und  wollen  speciell  voraussetzen,  dass  die  Anfangstemperatur 
constant,  F{r)  =  1  sei.    Dann  können  wir  das  Integral  ausrechnen 


c 

/ 


r  stn  InTdr  = ^tö 


0 

Wir  erhalten  also 

^  2  A2c2-f  (/ic— 1)2  -23  ,  .sin  Kr 
u  =  N] -j-  I    7    .7 -r\ e-"  ^»^ (sin K c—Kc cos  A„ c) 

91=1  '  ^ 

Darin  sind  A^,  A2,  K  "-  der  Reihe  nach  die  durch  c  dividirten 
positiven  Wurzeln  der  transscendenten  Gleichung 

q)  coscp  -\-  (h  c  —  1)  sin  q)  =  0. 

In  dem  hier  betrachteten  Falle  ist  ^  c  —  1  sehr  gross.  So 
la.nge  also  tp  selbst  nicht  sehr  gross  ist,  wird  sin  cp  nahezu  =  0 
sein  müssen,  damit  die  Gleichung  erfüllt  werde.  Wir  können  dem- 
nach näherungsweise  setzen 

,  nn 

(p  =  nTt,        K  =  —  • 

Dadurch  wird  in  dem  Ausdrucke  für  u  die  Summe  in  ein  bestimm- 
tes Integral  übergehen.  Wir  wollen  bei  der  Umformung  dieses 
Ausdruckes  zugleich  r  =  c  —  x  setzen,  so  dass  x  den  Abstand 
von  der  Kugeloberfiäche  bezeichnet.    Dann  ergibt  sich 

sin  A„  r sin  A„  c  cos  K^  —  cos  A„  c  sin  A„  x 

r  c  —  X 

Für  sin  A  c  und  cos  A  c  können  wir  mit  Hülfe  der  transscendenten 
Gleichung  algebraische  Ausdrücke  einsetzen.    Es  ist  nemlich 

+  (hc-l) 

COSA.C=       .       ~  ^        =^, 

stn  AC  =  ^ ,  -  =  • 

y  A2  C2  -f  (/i  C  —    1)2 
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Folglich  erhalten  wir 

sin  A„  r In  c  cos  X^x  -\-  (hc  —  1)  sin  A,^  x 

~^     "^  (c  —  x)Vxic'^-^(iic  —  ly 

und 

.  .  .  -—  An  C   .   11  C 

Sm  In  C  —  A„  C  cos  In  C  =  -j- 


VAf,c2  4-(/^c-  1)2' 
wenn  in  den  beiden  Gleichungen   zugleich   entweder  die  oberen 
oder  die  unteren  Vorzeichen  genommen  werden.    Führt  man  dies 
in  den  Ausdruck  für  u  ein,  so  wird 


^_a2A2«2  {InCCOsXn^  -\-  (h  C  —    l)sinXnX]  InChc 
~C  II  (C  —   X)  {X'n  C2  -{-hcQlC   —    l)] 


S^^ 


Da  c  sehr  gross  sein  soll,  so  können  wir  c  statt  c  —  x  setzen  und 
Tic  statt  hc  —  1.    Beachten  wir  dann  noch,  dass 

7t 

limßn  —  K-i)  =  - 
c 

ist,  und  dass  A  stetig  variabel  wird  für  lim  c  =  cc ,  so  geht  u  in  ein 
bestimmtes  Integral  über.  Wir  bezeichnen  das  stetig  variable  A 
mit  (),  so  dass 

2         2 

—  =  -  ClQ 


wird,  und  erhalten 

2h    r       „  ,  /  ,     h     .        \       do 

11  =  —  /   e~''PHcosgx-\ singxiTi, — r — ;; 

0 

oder 

sin  QX      dg 


TC  J  ^       k^A-Q^    ^       TCj  Q         h^  ~\-  Q^ 

0  0 

Das  erste  dieser  beiden  Integrale  wollen  wir  mit  s  bezeichnen. 
Zur  Abkürzung  setzen  wir  a^t  =  t.     Dann  ist  also 

dg 


^  =:  /  e—'p-  cosgx  jr^ 


0 


h-^  +  Q'' 


und  es  muss  bemerkt  werden,  dass  0  =  0  wird  für  r  =  oo . 

Differ 
halten  wir 


d0 
Differentiiren  wir  nach  t  und  subtrahiren  h'^  z  von  -^rr  ■,  so  er- 

dt 


h^ z  =  —    /  e-''P  cos  gxdg. 

0 
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Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  ist  aus  §.  18  Formel  (35) 
zu  entnehmen.     Sein  Werth  ist 


-2  Kr'    ^^' 


Es  entsteht  dadurch  für  ^  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

d^        7 ,  1 1 /^ 

^-^^^  =  -2  Kr'"-- 

d  s 
Da  die  Coefficienten  von  ^—  und  von  ^  constant  sind,  so  lässt  sich 

d  V 

die  einfachere  Differentialgleichung  integriren,  bei  der  die  rechte 

Seite  =  0  ist.    Das  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung 

findet  sich  dann  durch  Variation  der  Constanten. 

Wir  setzen  also 

^  -  /»'^i  =  0 

Cit 

und  finden,  dass  ^^  =  C  .  e^^''  das  Integral  dieser  Differentialglei- 
chung ist.  Nehmen  wir  nun,  um  die  Differentialgleichung  für  s  zu 
integriren 


s  =  V 


■>h^T 


und  betrachten 

V  als   eine  noch  unbekannte  Function  von  t, 

SO 

ergibt  sich 

dB              7  0            1           7,2       ^^-^ 

dt                '           dx 

Folglich  muss 

dv             V^      ,,^    -^       1 
dt-          2     '            *^     Vr 

sein,  d.  h. 

V%    r  -n^r-^  äx 

und 

''-         2    '     j'           "W 

wenn  oc  eine  noch  zu  bestimmende  Constante  bezeichnet.  Diese 

ergibt  sich  daraus ,  dass  0  =  0  werden  muss  für  t  =  oo .  Damit 

dies  zutreffe,  ist  c«  =  oo  zu  setzen.     Wir  haben  also  den  ersten 
Theil  in  dem  Ausdrucke  (I)  für  u  umgeformt 


172  Vierter  Abschn.  Wärmebewegung  in  festen  Körpern. 


^  V^  J  V' 

T 

oder  wenn  wir  unter  dem  Integralzeichen  t  =  s^  setzen,  in 
1h  2/ie'''^  r  -h^s^— 


Wir  wollen  jetzt  die  Temperatur  an  der  Oberääche  der  unend- 
lich grossen  Kugel  betrachten,  also  x  =  0  nehmen.  Dann  erhalten 
wir  aus  (I) 


für  a;  =  0        u  ^  —  /  e-«^p^* 


n  J 


dg 

7*2  -f-  ^2 


oder  wenn  wir  in  s  die  Grösse  rr  =  0  setzen 

2h 


Vit  J  _ 


a-yr 

Um  die  Veränderung  untersuchen  zu  können,  welche  mit  der 
Zeit  eintritt,  wollen  wir  das  Integral  transformiren.  Es  ist  identisch 

folglich 


Ä2s2  n       fi—K^S^ 


2  7*2  s2 


<^s 


/p—cC-KH  p 

e-'^'^'ds  = r=  -   /  e~''' 
^                  2  7^2  c^  y7      ,7  _ 

Dadurch  wird  also 


27^2,,  Vi       J_  27^2s2 

VT  «Vi 


für  ic  =  0         it  =  — rT= ^^=  /  e-'*'«"' 

<y  _ 

«y« 

Verlegen  wir  nun  den  Anfangszustand  in  eine  unendlich  ferne 
Vergangenheit,  so  wird  in  uVt  der  zweite  Theil  zu  Null. 
Es  ist^nemlich 

,-a,^n  r  ds 

2h^a^Vt^^J-  s^^     ' 

«y« 

folglich 

Für  lim  t  =  ao  sind  beide  Grenzwerthe  ein  ander  gleich. 
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Wir  erhalten  demnach 
für  X  =  0  ]  1 


lim  t=ooj  ah Vtc t 

Für   zwei  Zeiten  t  und  t',    die    beide,    vom  Anfangstermine 
gezählt,  unendlich  sind,  ergibt  sich  also  das  Verhältniss  der  Tempe- 
raturen der  Oberfläche  _       _ 
m'  :  M  =  Vi  :  Vt\ 

d.  h.  die  Temperatur  der  Oberfläche  nimmt  ab  proportional  der 
Quadratwurzel  aus  der  wachsenden  Zeit. 
Ueber  das  Integral 

k 

welches  in  dem  Ausdrucke  für  ^  vorkam,  ist  noch  eine  Bemerkung 
zu  machen.    Es  lässt  sich  nemüch  immer  auf  das  Kramp 'sehe  In- 

tegral  zurückführen.     Setzen  wir  s  -\ =  g?,  so  erhalten  wir 

und  wenn  wir  —  n  statt  n  schreiben: 

i  1-- 

Multipliciren  wir  die  erste  Gleichung  mit  e^",  die  zweite  mit 
e— 2w^  un^  addiren,  so  ergibt  sich 

2  /  e  ''  ds 


U ,    n  w      n 


ß2n     I   er- 
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§.70. 
Die  Erdtemperatur. 

Wir  wollen  nun  allgemein  die  Temperatur  der  Erde  betrachten. 
Die  Erde  hat  zwei  Wärmequellen,  nemlich  die  Wärme  der  Sonne 
und  die  Wärme  des  Weltalls,  welche  ja  auch  ohne  die  Sonne  durch 
die  Fixsterne  bedingt  ist.  Hiernach  können  wir  die  Ermittlung 
der  Temperatur  der  Erde  gleich  in  zwei  Aufgaben  zertheilen,  in- 
dem wir  ihre  anfängliche  Temperatur  als  Summe  von  zwei  Zu- 
ständen denken  und  darauf  einmal  die  Sonne  wirken  lassen  und 
das  andere  Mal  das  Weltall.  Dies  Princip  ist  von  uns  schon  oft 
angewandt,  es  ist  eine  blosse  Folge  davon,  dass  der  ganze  Wärme- 
austausch nur  von  den  Differenzen  der  Temperatur  abhängt.  Nehmen 
wir  die  Temperatur  des  Weltalls  zum  Nullpunkt,  so  kommen  wir 
für  den  zweiten  Theil  unserer  Aufgabe  auf  die  Untersuchung  der 
§§.  64  bis  69. 

Um  die  Einwirkung  der  Sonne  für  die  gesammte  Erdkugel  in 
einem  Problem  zu  behandeln,  würden  wir  in  den  vorhergehenden 
Entwicklungen  noch  nicht  ausreichende  Hülfsmittel  besitzen.  Es 
müsste  nemlich  die  Temperatur  der  Oberfläche  als  Function  nicht 
nur  der  Zeit,  sondern  auch  von  Länge  und  Breite  angesehen  wer- 
den. Ziehen  wir  aber  ein  nicht  zu  ausgedehntes  Gebiet  der  Ober- 
fläche allein  in  Betracht,  so  können  wir  dafür  die  Temperatur  vom 
Orte  unabhängig  nehmen  und  nur  als  periodische  Function  der 
Zeit  ansehen.  Dieser  Fall  ist  dann  nach  Anleitung  der  §§.  .53  und  54 
zu  behandeln,  da  der  Radius  der  Erde  im  Vergleich  zu  den  uns  zu- 
gänglichen Tiefen  sehr  gross  ist,  und  das  betrachtete  Oberflächen- 
stück als  eben  angesehen  werden  darf. 

Wenn  wir  also  für  alle  einzelnen  Punkte  der  Oberfläche  eine 
periodische  Aenderung  der  Temperatur  annehmen,  aber  mit  der- 
selben Zeitperiode,  wie  es  ja  auch  das  Jahr  ist,  so  wird  sich  auch 
hier  eine  periodische  Aenderung  im  Innern  nur  auf  eine  dünne 
Schicht  erstrecken.  Gehen  wir  von  der  Oberfläche  ab  auf  jeder 
Normale  ins  Innere,  so  wird  die  periodische  Aenderung  bald  ver- 
schwinden und  die  Wärme  sich  nur  mit  der  Tiefe  langsam  ändern. 
Abgesehen  von  der  Oberflächenschicht,  ist  daher  der  Theil  der 
Wärme  im  Innern,  welcher  von  der  Sonne  herrührt,  constant.     Zu 
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dieser  Wirkung  der  Sonne  müssen  wir  dann  noch  die  Temperatur 
hinzufügen,  welche  sich  aus  der  Temperatur  0  des  Weltalls  ergibt, 
indem  die  Erde  allmählich  erkaltet.  Wir  beobachten  nur  die 
Summe  von  beiden  Wirkungen.  Dabei  zeigt  sich,  dass  in  den  uns 
zugänglichen  Tiefen  die  Temperatur  bei  gleichen  Tiefen  fast  con- 
stant  ist.  Es  lässt  sich  also  die  von  der  veränderten  Tiefe  her- 
rührende Aenderung  der  Gesammtwärme  in  ihrer  Abhängigkeit 
von  der  Tiefe  durch  Beobachtung  bestimmen.  In  den  tieferen 
Schichten  rührt  aber  von  der  Sonne  eine  Wärme  her,  die  mit  der 
Tiefe  sich  so  gut  wie  gar  nicht  ändert.  Diese  fällt  also  bei  der 
Herstellung  der  Temperaturdifferenz  für  zwei  verschiedene  Tiefen 
.heraus.     Wir  können    demnach  freilich  nicht  die  Temperatur  u 

selbst  finden,  die  vom  Welträume  herrührt,  wohl  aber  7^,  weil  in 

dx 

diesem  Differentialquotienten  das  constante  Glied  der  Sonne  sich 

7\  qr 

aufhebt.     Haben  wir  auf  diese  Weise  ;^,  zunächst  nur  für  die 

dx 

tieferen  Schichten,  als  Function  von  x  bestimmt,  so  nehmen  wir 
das  darin  ausgesprochene  Gesetz  auch  für  die  Oberflächenschicht 
als  gültig  an.  In  der  Oberfläche  ist  aber  [nach  §.69  (I)  oder  auch 
§.  64  (3)] 

für  Ä^  ^  0        —-  ^  hu. 

ex 

Es  kommt  also  nur  noch  auf  den  Coefficienten  li  an,  der  sich  aus 
seinen  Bestandtheilen  bestimmen  lässt.  Damit  haben  wir  dann  für 
die  Oberfläche  die  Temperatur  u  selbst,  d.  h.  die  Temperatur,  welche 
stattfinden  würde  bei  einer  nur  im  Welträume  erkaltenden  Erde, 
welche  dem  Einflüsse  der  Sonne  nicht  ausgesetzt  ist.  Dann  lässt 
sich  auch  der  Werth  von  u  nach  Verlauf  einer  unendlich  langen 
Zeit  finden,  und  es  ergibt  sich  hieraus  das  interessanteste  Resultat 
von  Fourier's  Theorie.  Aus  der  Temperaturzunahme,  welche  in 
der  Tiefe  constant  (etwa  1«  auf  100')  ist,  hat  Fourier  berechnet, 
dass  die  Temperatur,  welche  aus  dem  Weltall  folgt,  auf  der  Ober- 
fläche der  Erde  ietzt  höchstens  77-—  mehr  betrage  als  in  einer  un- 

endlich  fernen  Zukunft.  Die  Temperatur  der  grösseren  Tiefe  selbst 
können  wir  nicht  finden,  weil  wir  nicht  wissen,  in  welchem  Grade 
der  Erkaltung  sich  die  Erde  befindet.  Poisson  berechnete  die 
innerste  Temperatur  einmal,  bei  der  Annahme,  dass  die  Erde  schon 
im  äussersten  Stadium  des  Erkaltungsprocesses  sich  befinde.    Er 
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fand  eine  ungeheure  Temperatur  für  den  Mittelpunkt  der  Erde. 
Doch  berechtigt  uns  nichts  zu  dieser  Annahme,  und  zu  der  Be- 
rechnung des  Erkaltungsgrades  wären  durch  sehr  lange  Zeiträume 
getrennte  Beobachtungen  nöthig.  Für  die  Erdoberfläche  ist  aber 
der  Process  der  Erkaltung  so  gut  wie  vollendet. 

Uebrigens  hat  die  Wärmetheorie  weniger  physikalische  Auf- 
schlüsse über  die  Verbreitung  der  Wärme  gegeben,  als  dass  sie 
für  die  Rechnung  wichtige  Resultate  geliefert  hat. 


III.     Die  Temperatur   ist   abhängig  von   der   Zeit   und 
von  allen  drei  Coordinaten. 


§.  71. 

Die  Kugel.    Die  partielle  Differentialgleichung  für 
Kugel  -  Coordinaten. 

Wir  gehen  zu  dem  allgemeinen  Falle  über,  dass  die  Tempe- 
ratur im  Innern  der  Kugel  von  allen  drei  Coordinaten  abhängt, 
dass  also  die  partielle  Differentialgleichung 

^^  df"^  \dx^'^  diß~^  d0^) 

zu  Grunde  zu  legen  ist.     Der  Anfangspunkt  der  rechtwinkligen 

Coordinaten  liege  im  Mittelpunkte  der  Kugel.     Der  von  da  aus 

nach  dem  Punkte  (x,  y^  s)  gezogene  Radiusvector  sei  r.     Derselbe 

schliesse  mit  der  positiven  ^-Axe  den  Winkel  ö  ein,  und  qp  sei  der 

Neigungswinkel  der  positiven  ic-Axe  gegen  die  durch  r  und  s  gelegte 

Ebene. 

Legt  man  um  den  Anfangspunkt  der  rechtwinkligen  Coordina- 
ten als  Mittelpunkt  eine  Kugel  vom  Radius  1,  so  wird  deren  Ober- 
fläche von  der  positiven  ^-Axe  in  einem  Punkte  geschnitten,  den 
wir  den  Pol  nennen  wollen.  Halbe  grösste  Kreise ,  die  auf  eben 
derselben  Kugelfläche  vom  Pol  nach  dem  diametral  gegenüber- 
liegenden Gegenpol  verlaufen,  sollen  Meridiane  genannt  werden. 
Als  Anfangsmeridian  nehmen  wir  denjenigen,  welcher  von  der 
Axe  der  positiven  x  durchschnitten  wird.  Auf  dieser  Kugelfläche 
vom  Radius  1  haben  Ö  und  9?  eine  geometrische  Bedeutung.     Der 
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vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  nach  dem  Punkte  (x,  ?/,  ^) 
gezogene  Radiusvector  r  schneidet  nemlich  die  Kugelfläche  in 
einem  Punkte,  welcher  durch  seine  Poldistanz  und  seine  geo- 
graphische Länge  eindeutig  festgelegt  wird.  Unter  der  Pol- 
distanz des  Punktes  verstehen  wir  seinen  sphärischen  Abstand  vom 
Pol.  Seine  geographische  Länge  ist  der  sphärische  Winkel,  welchen 
sein  Meridian  mit  dem  Anfangsmeridian  einschliesst.  Man  sieht 
leicht,  dass  hier  die  Poldistanz  =  ß  und  die  geographische  Länge 
=  qo  ist.  Die  Grösse  6  ist  veränderlich  von  0  bis  n,  dagegen  kann 
(p  alle  Werthe  von  0  bis  2  in;:  annehmen. 

Dem  Punkte,  dessen  rechtwinklige  Coordinaten  (x,  y^  z)  sind, 
gehört  je  ein  bestimmter  Werth  von  r,  ö,  (p  an.  Und  umgekehrt 
erhält  man  einen  bestimmten  Punkt  im  Räume,  also  je  einen 
Werth  für  x,  y,  ^,  wenn  r,  0,  (p  eindeutig  gegeben  sind.  Man  kann 
also  auch  r,  ö,  (p  als  Coordinaten  auffassen.  Man  nennt  sieKugel- 
Coordinaten.  Wir  wollen  für  die  vorliegende  Aufgabe  zu  diesem 
System  übergehen. 

Zur  Coordinaten  -  Transformation  haben  wir  dann  die  Glei- 
chungen 

X  =  r  sin  6cos(p, 
y  =  r  sin  0  sin  cp , 
z  =  r  cos  0. 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  könnte  man  nun  durch  blosse 
Rechnung  r,  ö,  rp  statt  ar,  ^,  2  als  unabhängige  -Variable  auf  der 
rechten  Seite  der  partiellen  Differentialgleichung  (1)  einführen. 
Wir  ziehen  es  jedoch  vor,  die  Differentialgleichung  für  das  neue 
Coordinatensystem  noch  einmal  direct  abzuleiten. 

Der  Punkt  A  (Fig.  21)  habe  die  Coordinaten  r,  ö,  (p.  Unend- 
lich nahe  bei  A  liegen  drei  Punkte  B,  C,  D,  deren  Coordinaten  resp. 

Fig.  21. 
Z 
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r  -]-  dr,  0^  (p 
r,  6  -\-  dO,  q) 
r,  0,  q)  -{-  dq) 

sind.  Die  Linie  AB  ist  eine  Gerade  von  der  Länge  dr.  AC  ist 
der  Bogen  eines  Kreises  vom  Radius  r  und  dem  Centriwinkel  d  Ö, 
also  AC=^  rdO.  AD  liegt  auf  einem  Kreise,  dessen  Radius  der 
Abstand  des  Punktes  A  von  der  ^^-Axe,  d.  li.  =  rsinO  ist.  Der 
zu.  AD  gehörige  Centriwinkel  ist  d  (p^  also  AD  =  r  sin  ddq.  Diese 
drei  Linien  stehen  auf  einander  rechtwinklig.  Denn  AC  und  AD 
liegen  auf  einem  Meridian  und  resp.  einem  Parallelkreis  der  um 
0  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kugel  vom  Radius  r.  Sie  durch- 
schneiden sich  also  unter  rechtem  Winkel,  und  auf  beiden  steht 
der  Radius  OA  rechtwinklig,  dessen  Verlängerung  AB  ist.  Wir 
können  demnach  AB^AG^AD  als  die  drei  im  Punkte  A  zusammen- 
stossenden  Kanten  eines  unendlic;h  kleinen  rechtwinkligen  Parallel- 
epipedon  ansehen.  Dieses  möge  im  Innern  des  festen  Körpers 
liegen,  für  welchen  wir  die  Bewegung  der  Wärme  untersuchen 
wollen.  Wir  betrachten  den  Wärmezuwachs,  welchen  das  Parallel- 
epipedon  in  dem  auf  die  abgelaufene  Zeit  t  folgenden  Zeitdifie- 
rential  d  t  erleidet.    Der  Wärmefiuss  in  der  Richtung  der  wachsen- 

den  r  ist  —  Iz  - —     Rechtwinklig  auf  dieser  Richtung  stehen  zwei 
er  °  ° 

Seitenflächen  des  Parallelepipedon,  die  eine  vom  Flächeninhalt 

r'^sinOdd  dq), 
die  andere  vom  Inhalt 

(r  -\-  d ry  sin ßdddcp. 
Durch  die  erste  strömt  in  der  Zeit  dt  die  Wärmemenge 

—  JiT^dtr^  sin  ddd  da) 

er  ^ 

in  das  Körperelement  ein,  durch  die  andere  entweicht  in  derselben 
Zeit  die  Wärmemenge 

—  ^ (^^         f? t(r  -\-  d ry  sin Ödddq). 
Der  Wärmezuwachs,  welcher  davon  herrührt,  ist  demnach 


d 


r'i) 


li ;r sin  0  d  r  d  Ij  d  qp  d  t. 

er  ^ 
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Rechtwinklig  gegen  die  Richtung   der  wachsenden  6  liegen 
zwei  Seitenflächen,  die  eine  vom  Inhalt 

r  sin  dar  dg), 

die  andere  vom  Inhalt 

r sin (0  -\-  dB)drdcp. 

Der  Wärmeäuss  in  der  Richtung  der  wachsenden  Ö  ist  —  Ti 


rdO 

Folglich  rührt  von  dem  Ein-  und  Ausströmen  der  Wärme  durch 
die  eben  betrachteten  Seitenflächen  ein  Wärmezuwachs  her,  der  in 
der  Zeit  dt  beträgt 


.  ötn  "-'  o  /) 
k  — — ^-7- d  rdOdwd  t. 

Öü 

Endlich  liegen  rechtwinklig  zu  der  Richtung  der  wachsenden 
gp  zwei  Seitenflächen,  jede  vom  Inhalt 

r  d  r  d  0. 
Der    Wärmefluss    in    der    Richtung    der    wachsenden    9)    beträgt 

—  h  — -. — -— ; —      Die  Wärme,  welche  durch  die  letztgenannten 
r  sm  ädcp 

Seitenflächen  strömt,  liefert  also  einen  Wärmezuwachs,  der  in  der 

Zeit  dt  sich  beläuft  auf 

J^J^drdßd<pdt. 
sin  6     0  (p 

Die  gesammte  Wärmezunahme  in  der  Zeit  dt  ist  also 

sm  ü  ^ ;:^7; T—T  — —    • 

dr  od  sin  6  d(p^ 

Zur  Zeit  t  ist  aber  in  dem  Körperelement  vorhanden  die  Wärme- 
menge 

Cqut^  siiißdrdddq), 

wenn  C  die  specifische  Wärme  und  q  die  Dichtigkeit  des  Körpers 
bezeichnet.  Diese  Wärmemenge  erleidet  in  der  Zeit  dt  den  Zu- 
wachs 

Cq  -^  r^sinddrd6dg)dt,  . 

und  folglich  erhalten  wir  die  Gleichung 

12* 


Tidrdßdcpdt 
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«Kt)    «(-^^e),    1 


I        „.•„.  ^7^/4       ~r" 


dUi 


dr       "■        sin  Od  6      ~  sin  6^  dcp^j' 


^^  dt  ~'  r2 

in  welcher  zur  Abkürzung  -^  =  a^  gesetzt  ist.    Dieselbe  Gleichung 

hätte  man  auf  rein  analytischem  Wege  aus  (1)  herleiten  können 
durch  Einführung  der  unabhängigen  Variabein  r,  ö,  q). 


§■  72. 

Fortsetzung.    Die  Anfangstemperatur  ist  gegeben, 
die  Temperatur  der  Oberfläche  gleich  Null. 

Wir  wollen  den  Fall  behandeln,  dass  die  Anfangstemperatur 
als  Function  von  r,  B,  cp  gegeben  ist  und  die  Temperatur  der  Kugel- 
oberfläche constant  =  0  sein  soll.  Die  Aufgabe  lautet  dann  fol- 
gendermaassen : 

Die  Function  u  von  ^,  r,  ö,  (p  so  zu  bestimmen,  dass  sie  für 
c  >-  r  ^  0  der  partiellen  Differentialgleichung 

^^  dt        r2  [       dr         '"      sind d  6      '^sinO'^dq)^ 

Genüge  leiste,  und  dass  sie  die  Nebenbedingungen  erfülle 

(2)  u  =  F(r,  ö,  (p)        für  t  =  0, 

(3)  II  =  0  ,,  r  =  c. 

Um  zunächst  die  partielle  Differentialgleichung  zu  lösen, 
schlagen  wir  einen  Weg  ein,  den  Euler  im  letzten  Bande  der 
Institutiones  calculi  integralis*)  vorgeschrieben  hat.     Wir  setzen 

u=VX 
und  bestimmen ,  dass  V  nur  von  t  und  r,  X  nur  von  6  und  (p  ab- 
hängig sein  soll.     Dann  zerfällt  die  partielle  Differentialgleichung 
(1)  in  die  beiden  einfacheren 

m  K^'^^lf)  ,      1     8^X_    ^. 

^  ^  sin  Od  6      ~^  sin  0^   d  (p'^  ~~  ^     ' 


*)  lust.  calculi  integr.   Vol.  III.   Ed.  2.   Petropoli  1793.  4.  Pars  2.   Caput*. 


d  {  /2  _ 
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(H)  1Z_«!/"^ 

in  welchen  oc  eine  unbestimmte  Constante  bezeichnet.  Sind  V  und 
X  so  hergestellt,  dass  sie  für  ein  und  dasselbe  «  diesen  partiellen 
Differentialgleichungen  genügen,  so  ist  ihr  Product  eine  particuläre 
Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  (1).  Denn  man  erhält 
die  Gleichung  (1),  wenn  man  aus  (I)  und  (II)  die  Constante  a  elimi- 
nirt  und  beachtet,  dass  X  von  r  und  t,  V  von  6  und  qp  unabhän- 
gig ist. 

Um  zu  einer  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  (I) 
zu  gelangen,  machen  wir  die  Bemerkung,  dass  der  reciproke  Werth 
der  Entfernung  zweier  Punkte  (x,  y,  s)  und  {x^,  y-^,  ^j) 

r-  ^ 

V(x  —  x,y  -i-iy  -  y,y  +  (^  -  ^i)2 
der  partiellen  Differentialgleichung  genügt 

Führen  wir  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  Kugelcoordinaten 
r,  ö,  (p  und  resp.  rj,  öi,  <pi  ein,  so  erhalten  wir 

y  ^-2  _  2  r  ri  cos  7  -|-  rf 
wenn  zur  Abkürzung  geschrieben  wird 

cos  6  cos  dl  +  sin  6  sin  ßiCOs{(p  —  q)i)  =  cos  y. 
Die  partielle  Differentialgleichung  für  T  geht  dann  über  in 

^     ^  gf         '        sin  Od  6      ^  sinß'-   d(p'' 

Setzen  wir  voraus,  dass  r  >>  ri  sei,  so  lässt  sich  T  nach  negativen 
Potenzen  von  r  entwickeln 


Nehmen  wir  dagegen  r^  ^  r,  so  ergibt  sich  die  Entwicklung 
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In  beiden  Entwicklungen  treten  der  Reihe  nach  dieselben 
Coefficienten  Po,  Pi,  Pg,  . . .  Pn-,  •  • .  auf.  Es  sind  Functionen  von 
cos  y,  die  sich  leicht  ausdrücken  lassen.  Der  nächstliegende  Weg 
zur  Herstellung  der  Ausdrücke  ist  der,  dass  man  die  Function  T 

als  Potenz  mit  dem  Exponenten  —  —  nach  dem  binomischen  Lehr- 
satze entwickelt.     Auf  diese  Weise  findet  sich 

1.3.5...(2n-l)f_^„^        n(n-l)   _^.„_, 


^    2A(2n-l)(2n-S)    ^^^^  ^      I 

Die  Klammer  schliesst  mit  der  ersten  oder  mit  der  Oten  Potenz 
von  cosy  ab,  je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade  ist.  Es  zeigt 
sich  also,  dass  Pn  eine  ganze  Function  wten  Grades  von  cosy  ist, 
d,  h.  eine  ganze  Function  n  ten  Grades  von  cos  ö,  sin  B  cos  (p  und 
sin 8 sin q).  Führt  man  statt  der  Potenzen  von  cos 6  und  sind  und 
statt  der  Potenzen  von  cos  (p  und  sin  (p  die  Cosinus  und  Sinus  der 
Vielfachen  von  6  und  resp.  von  g?  ein,  so  ergibt  sich  leicht,  dass 
sowohl  von  Ö  als  von  cp  höchstens  das  l^  fache  vorkommt.  Die 
Coefficienten  der  Entwicklung  enthalten  öi  und  (p^.  Die  Function 
Pn  darf  man  hiernach  als  bekannt  ansehen.  Sie  genügt  einer 
partiellen  Differentialgleichung,  die  sich  leicht  herstellen  lässt. 
Man  braucht  nur  in  die  Gleichung  (III)  für  T  die  unendliche  Reihe 
einzuführen  und  für  sich  =  0  zu  setzen,  was  mit  derselben  Potenz 
von  r  multiplicirt  ist.     Dadurch  ergibt  sich 

sin  Od  f)  -  +  iSre5  ¥^  +  "(«  +  ^^^"  =  '^- 
Von  dieser  partiellen  Differentialgleichung  ist  Pn  eine  particuläre 
Lösung.  Daraus  kann  man  die  allgemeine  Lösung  herleiten,  in- 
dem man  mit  einer  willkürlichen  Function  von  B^  und  gj^,  sowie 
mit  äBidfpi  multiplicirt  und  zwischen  den  Grenzen  0  und  2n  in 
Beziehung  auf  ^i,  0  und  it  in  Beziehung  auf  öi  integrirt.  Die 
willkürliche  Function  wollen  wir  mit 

sin  Bif{Bi,  cp{) 
bezeichnen.    Dann  ist  also 

TT  27r 

X„  =r   /  sin  Bi  d  B^  f  f(Bi,  cp^)  Pn  d  cp^ 
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■('''■"  ^Tt)  ,      1    d'X„ 


Jede  Function,  welche  dieser  partiellen  Differentialgleichung 
Genüge  leistet,  wird  eine  Kugelf unction  nien  Kanges  genannt.  Die 
Kugelfunctionen  sind  in  den  achtziger  Jahren  des  vorigen  Jahr- 
hunderts von  Legendre  und  Laplace  eingeführt,  und  zwar  bei 
der  Untersuchung  der  Attraction  im  umgekehrten  quadratischen 
Verhältniss  der  Entfernung.  Wir  können  hier  nicht  weiter  auf  die 
Theorie  dieser  Functionen  eingehen.  Eine  systematische  Darstellung 
der  bisherigen  Untersuchungen,  sowie  einen  Ueberblick  über  die 
Literatur  des  Gegenstandes  geben  die  Monographien  von  Heine 
und  Sidler*). 

Für  unsere  Aufgabe  kommt  hier  eine  wichtige  Eigenschaft  der 
Kugelfunctionen  in  Betracht.  Bezeichnet  nemlich  f  (ß ,  <p)  eine 
Function  von  0  und  gp,  die  für  jeden  Werth  von  (I  zwischen  0  und  tt 
und  jeden  Werth  von  cp  zwischen  0  und  2  7t  willkürlich,  aber  über- 
all eindeutig  und  endlich,  gegeben  ist,  so  lässt  sie  sich  immer  und 
nur  auf  eine  Weise  in  eine  Reihe  von  Kugelfunctionen  entwickeln: 

TT  2  TT 


n=0 


0  0 


Dieser  Satz  ist  in  aller  Strenge  zuerst  von  Dirichlet  bewiesen**). 
Wir  machen  davon  Gebrauch,  indem  wir  die  in  Gleichung  (2)  auf- 
tretende Function  .f'^r,  6*,  go)  in  Form  einer  solchen  Pteihe  darstellen: 

TT  27r 

(2*)      F(r,(l,cp)  =S^^T^^  f''''"^  '^'^^  fPnF(rA,cp,)d<Pi. 

"=0  0  0 

Hiernach  liegt  es  nun  nahe,  dass  man  in  (l)  und  (H)  X«  und 
Vn  statt  X  und  F  schreibt  und  die  bis  dahin  unbestimmte  Con- 


*)  Heine,  B.  Handbuch  der  Kugelfuuctiouen.  Berlin  1861.  8.  — 
2.  Aufl.     Bd.  1.     Berlin  1878.     Bd.  2.     Berlin  1881.    8. 

Sidler,  Gr.  Die  Theorie  der  Kugelfunctionen.  Programm  der  Berner 
Kantonschule.     Bern  1861.  4. 

Man  beachte  auch :  N  e  u  m  a  n  n  ,  F.  Beiträge  zur  Theorie  der  Kugel- 
functionen.    1.  u.  2.  Abtheil.     Leipzig  1878.  4. 

**)  Sur  les  series  dont  le  terme  general  depend  de  detix  angles  et  qui  servent 
ä  exprimer  des  fonctions  arbitraires  entre  des  limites  donnees.  (Grelle,  J. 
Bd.  17.     S.  35.) 
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stante  a  =  —  n  (n  -|-  1)  setzt.     Die  Gleichung  (I)  geht  dadurch 
in  (IV)  über,  und  die  Gleichung  (II)  lautet  dann 


(II*)  y^  = 


dt 


y2 


K-^') 


dr 


—  n  {n  -f-  1)  F,i 


Für  n  hat  man  der  Reihe  nach  0  und  alle  positiven  ganzen 
Zahlen  zu  setzen.  Man  erhält  demnach  unendlich  viele  particuläre 
Lösungen  X„,  7„,  aus  denen  sich  die  allgemeine  Lösung  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  (1)  zusammensetzt: 

00 

>i=0 

Die  darin  auftretenden  constanten  Coefficienten  sind  so  zu  bestim- 
men, dass  die  Gleichungen  (2),  (2*)  und  (3)  erfüllt  werden. 

Der  Beweis  des  Satzes  von  Dirichlet  soll  hier  nicht  gegeben 
werden.  Es  ist  in  Betreff'  desselben  auf  die  Abhandlung  selbst  zu 
verweisen. 


§.73. 

Fortsetzung.    Lösung  der  Aufgabe. 

Hiernach  nimmt  unsere  Aufgabe  folgende  Gestalt  an: 

Die  Function  u  von  ^,  r,  ö,  (p  soll  in  Form  einer  unendlichen  Reihe 

00 

so  hergestellt  werden,  dass  für  c  >  r  ^  0  die  partielle  Differen- 
tialgleichung 


(1) 


d  Un  U^ 


H-m 


n(n  -\-  l)u, 


dt         f  2  a  r 

erfüllt  werde,  dass  ferner 

TT  2ir 

(2)  für  t  =  0      Un  =  ^'^\~^^^  rsme,cieifFn-F(r,6„cpi)dcp, 

0  0 

und  dass 

(3)  für  /  =  c        Un  =  0 

werde. 

Wir  schreiben  zur  Abkürzung 
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TT  2-n- 

— j^ —  /  sin diddi  I  Pn . F(r, Öi, cpi) d (pi  =  r». 

0  0 

Um  eine  Lösung   der  partiellen  Differentialgleichung  (1)  zu 
erlangen,  setzen  wir 

und  verstehen  unter  ^  eine  Function,  die  von  t  unabhängig  ist. 
Dann  erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  ^  die  Diöerentialgleichung 

Es  möge  nun  die  Entwicklung  versucht  werden 
so  geht  aus  der  Differentialgleichung  hervor,  dass 

00  00  00 

^q^v(v^  l)r  -^q,n(n4-  l)r^  -{-^kf,q,r  +  ^  =  0 

v^/j,  v=iJ.  v=ix 

sein  muss.    Zur  Bestimmung  von  a  hat  man  demnach  die  Glei- 
chung 

^(i^  +  l)-n(u-\-  1)  =  0, 
deren  Wurzeln  /x  =  n  und  (i  =  —  n  —  1   sind.     Hier  ist  nur 
der  erste  Werth  zulässig,  da  ^  nicht  unendlich  werden  darf  für 
r  ^=  0.     Die  vorletzte  Gleichung  lässt  sich  dann  auch  folgender- 
maassen  schreiben 

'In  +  i\(n  +  1)  (n  H-  2)  -  n(n  -f  1)1  r«  +  i 
+  2k  +  2{(^  +  2)  (V  -I-  3)  -  nin  +  1)} +^1  Jr  +  ^^O. 

Daraus  ersieht  man,  dass  ^„  +  1  =  0  sein  muss  und  folglich  auch 
2» +  3  =  flu +  5  =  •••  =  (ln  +  2k  +  i  =  0.     Dagegen  hat  man 

g.n  +  2u  \(n  +  2]i)(n  H-  2Ä;  +  l)-n(n  -f  1)|  +  ^,qn  +  2Jc-2  =  0 

oder  kürzer  ^ 

^ ^n([n  +  2k-2 

qn  +  2u—        2k(2n-^2k-^iy 
Folglich  ist 

wenn  wir  mit/(A,i,r)  die  Function  bezeichnen 

J{K.r)-r   ^1        2(2^^  +  3)  ~'~2.4(2n  +  3)(2^  +  5)~  +  " 
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Die  Werthe,  welclie  die  Constante  yl„  annehmen  kann,  ergeben 
sich  aus  der  Bedingung  (3).  Soll  nemlich  w„  =  0  sein  für  r  =  c, 
so  hat  man 

/(A„c)  =  0, 
d.  h. 

.  cni cni ^Q 

2  (2  w  +  3)  "^  2  .  4  .  (2  »^  +  3)  (2  7*  -f  5)        ~^ 

zu  setzen.  Die  Wurzeln  dieser  transscendenten  Gleichung  bezeich- 
nen wir  mit  /l„i,  /l,i2,  . . .     Dann  ist 

eine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  (1),  welche  der 
Nebenbedingung  (3)  Genüge  leistet. 

Diese  Lösung  muss  für  ^  =  0  in  Yn  übergehen.    Es  muss  also 

Yn  =  qmfßni  r)  -f  qnifiKif)  A 

sein.  Daraus  bestimmen  sich  die  Coefficienten  q.  Um  qnk  zu  fin- 
den, multipliciren  wir  auf  beiden  Seiten  mit  r^f{K-k'^)dr  und  inte- 
griren  zwischen  den  Grenzen  0  und  c.  Dann  bleibt,  wie  gleich 
nachgewiesen  werden  soll,  auf  der  rechten  Seite  nur  ein  Glied 
stehen  und  wir  erhalten 


Q.iik 


J^Ynr'^f(Ur)dr 

0 


12 

rf(Kkr)\  dr 


0 


Um  zu  zeigen,  dass  bei  der  eben  ausgeführten  Rechnung  das 
mit  q„,n  multiplicirte  Glied  für  m  ^  7c  herausfällt,  d.  h.  dass 


c 


r'fßnrr)fßnmr)dr  =  0 

0 

ist,  müssen  wir  auf  die  Differentialgleichung  für  ^  zurückgehen. 
Wir  haben  gefunden,  dass 

ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung 
dfr^—) 

0,7'  .1/1 

ist.    Folglich  haben  wir 
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rni,f{Kur)  =  «(«  +  l)f(Krr)  -  — 5^:^— ^- 

Diese  Gleichung  multipliciren  wir  auf  beiden  Seiten  mA  f{Xnmf)är 
und  integriren  zwischen  0  und  c.    Dadurch  ergibt  sich 

c 

^«fc  f  r'^fßmcr)f(Kmr)dr 

=  n(n  +  l}Jf(K,>-)f(K,„r)dr  -ff(K,„r)  -^ ^^  dr. 

0  b 

Das  letzte  Integral  rechts  lässt  sich  durch  Integration  nach 
Theilen  transformiren.    Man  erhält 


dr 


J        dr  dr 

0 

Die  vom  Integralzeichen  freien  Glieder  der  rechten  Seite  fallen 
weg.  Auf  das  übrig  bleibende  Integral  rechts  wenden  wir  noch 
einmal  dasselbe  Verfahren  an  und  erhalten 

/.,  dfßnmr)df(Kicr)  ^^^ 
J  dr  dr 

-ffC-n^-) j^ är. 

0 

Auch  hier  fallen  die  beiden  ersten  Glieder  der  rechten  Seite  weg, 
und  es  ergibt  sich 
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c 


c 


n(n  +  l)f{Knr)  -  A__i!L_^ 


fßnkr)dr. 


0 

Der  Inhalt  der  Klammer  unter  dem  Integral  rechts  kann  aber 
Termöge  der  Differentialgleichung  für  ^  ersetzt  werden  durch 

und  dann  geht  die  letzte  Gleichung  über  in 

c 

(^«fc  —  Af„,0  /  f'^filn-k  r)f{Km  r)  d  r  =  0. 
b 

Da  nun  /l»^  und  Inm  verschiedene  Wurzeln    der   transscendenten 
Gleichung /(Ac)  =  0  sein  sollen,  so  muss  nothwendig 


c 

fr'^f{Kur)f{Kn.r)dr  =  0 


sein. 


Anmerkung.  Die  ersten  Untersuchungen  über  die  Bewegung  der 
Wärme  in  festen  Körpern  verdanken  wii"  Fourier.  Er  legte  zu  Ende  des 
Jahres  1807  der  Pariser  Akademie  eine  Abhandlung  vor,  welche  im  Auszuge 
abgedruckt  ist  in  dem  Bulletin  des  sciences  de  la  societe  philomatique  1808, 
p.  112  ff.  Eine  zweite  Abhandlung  wurde  in  dem  Archiv  des  Institut  niedei-- 
gelegt  am  28.  Sept.  1811.  Sie  ist  im  4.  und  5.  Bande  der  Memoires  de 
l'Academie  abgedruckt  unter  dem  Titel:  Theorie  du  mouvement  de  la  chaleur 
dans  les  corps  solides.  Weitere  Arbeiten  von  Fourier  über  die  Theorie  der 
Wärme  finden  sich  in  den  Annales  de  chimie  et  de  physique,  Tome  3  (1816), 
Tome  4  (1817),  Tome  6  (1817),  Tome  13  (1820),  in  dem  Bulletin  des  sciences 
de  la  societe  philomatique,  1818,  1820,  in  der  Analyse  des  travaux  de  l'Aca- 
demie par  M.  Delambre  1820  und  im  7.  Bande  der  Memoires  de  l'Aca- 
demie. Als  selbständiges  Werk  erschien  1822  seine  Theorie  analytique  de  la 
chaleur. 

Neben  Fourier  ist  zu  nennen: 

Poisson.    Memoire  sur  la  distribution  de  la  chaleur  des  corps  solides. 
(Journal  de  l'ecole  polytechnique.     Cahier  19.) 

Addition  au  memoire  etc.     (Daselbst.) 

Second  memoire  etc.     (Daselbst.) 

Theorie  mathematique  de  la  chaleur.     Paris  1835. 
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Ueber  die  Beweg'ung  der  Wärme  in  krystallinischen  Körpern  hat  zuerst 
Duhamel  geschrieben  (Sur  la  propagation  de  la  chaleur  dans  les  Corps  so- 
lides dont  la  conductibilit^  n'est  pas  la  meme  dans  tous  les  sens.  Journal  de 
l'öcole  polyt.  Cahier  21)  und  nach  ihm  Lam^,  der  seine  Untersuchungen 
systematisch  dargestellt  hat  in  den  LeQons  sur  la  thöorie  analytique  de  la 
chaleur.  Paris  1861.  Ferner  ist  zu  citiren:  Minnige  rode,  Ueber  Wärme- 
leitung in  Ki-ystallen.     Göttingen  1862.     4. 


Fünfter.  Abschnitt. 

Schwingungen  elastischer  fester  Körper. 


I.     Schwingungen  einer  gespannten  Saite. 

§•  74. 
Ableitung  der  partiellen  Differentialgleichungen. 

Die  Aufgabe  der  schwingenden  Saiten,  welche  besonders  im 
vorigen  Jahrhundert  die  Mathematiker  vielfach  beschäftigt  hat,  soll 
jetzt  durch  Behandlung  von  partiellen  Differentialgleichungen  ge- 
löst werden.  Wir  haben  von  mechanischen  Principien  nur  die 
Gleichung  für  die  freie  Bewegung  eines  Körpers  nöthig.  Eine  ge- 
spannte Saite  hat  bei  ihrer  Ruhe  eigentlich  nicht  die  Form  einer 
geraden  Linie,  weil  sie  schwer  ist  und  sich  in  der  Mitte  also  senken 
wird;  doch  weicht  ihre  Lage  nur  sehr  wenig  von  der  horizontalen 
Geraden  ab,  so  dass  wir  sie  wirklich  als  gerade  ansehen  können. 
Wird  die  Saite  aus  diesem  Gleichgewichte  herausgebracht,  so  fragt 
sich,  nach  welchen  Gesetzen  sie  dann  vermöge  ihrer  Elasticität  in 
die  Gleichgewichtslage  zurückkehrt.  Nehmen  wir  den  einen  End- 
punkt 0  der  Saite  OL  (Fig.  22)  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
und  die  Linie  OL  als  Axe  der  x,  die  Länge  OL  =  c,  so  ist  zu  be- 
stimmen, wo  ein  Punkt  mit  der  ursprünglichen  Abscisse  x  sich  nach 
der  Störung  des  Gleichgewichts  zu  jeder  Zeit  befindet,  also  sind 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  aufzustellen.  Dieser  Punkt  sei  M. 
Bei  der  Ablenkung  von  der  ursprünglichen  Lage  werden  die  Coor- 
dinaten sich  nur  wenig  vermehren,  weil  wir  nur  sogenannte  kleine 
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Schwingungen  für  die  Rechnung  voraussetzen  können.  Dann  wird 
also  der  Punkt  M,  welcher  die  Anfangslage  (x,  0,  0)  hat,  sich  nach 
einer  Zeit  t  in  einem  Orte  (x  -[-  |,  tj,  ^)  befinden.    Zerlegen  wir  die 

Fig.  22. 
Z 


ganze  Saite  c  in  unendlich  kleine  Theile,  so  wird,  während  der 
Punkt  M  sich  nach  m  bewogt  hat,  der  benachbarte  Punkt  von  M' 
nach  m'  gegangen  sein.  Wir  wollen  die  Lage  der  Linie  mm'  be- 
stimmen, m  hat  die  Coordinaten  x  -{-  ^,  rj,  ^,  und  da  diese  Func- 
tionen von  X  sind,  so  hat  der  Punkt  m\  in  welche  Lage  der  Punkt 
M'  (x  -j-  d X,  0,  0)  gekommen  ist,  die  Coordinaten  x-\-^-\-dx-j-d^, 
7]  -\-  dfj,  ^  -^  d^.  Die  Linie  mm'  hat  also  die  Länge  mm' 
=  V (dx  -\-  d^y^  -\-  drj^  -\-  dp,  und  die  Winkel  zwischen  mm' 
und  den  Axen  haben  die  Cosinus 

eos(mm\  X)  = 


dx  -\-  d^ 


cos  (m  m',   Y)  = 


cos{nim',  Z) 


]/ {dx  ^  d^f  -^  dri^  -\-  dp 

dfj 
V{dx-^d^y  -\-  drf  +IP' 

d^ 


V{dx  -i-  d^f  +  c?i?2  +  dp' 
oder,    wenn    wir    nach    der   Bezeichnung    von  Lagrange  mm' 
=  dxV {l  +  ^'p  -f  ^/2  _j_  ^'2  schreiben: 

1  +  r 


cos  {mm',  X)  = 
cos  {mm!,  Y)  := 
cos  {mm',  Z)  = 


V(i  +  17  +  ^''  +  ^^' 

i/(i  +  rp  +  v^  +  r^' 
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Dann  haben  wir  für  die  Berechnung  die  Voraussetzung  zu  machen, 
dass  der  Winkel  (mm\  X)  sehr  klein,  also  sein  Cosinus  sehr  nahe 
=  1  ist.  Demnach  wird  angenähert  nitn'=dx(l-\-^'),  cos  (min\  X)  ^  1, 

cos  (m  m,  Y)  =  - — p-^ ,  cos  (m  m',  Z)  =  - — r— ^  • 

Die  Saite  habe  das  Gewicht  |j ,  also  hat  ein  Stück  derselben 

"0  d  sc  tJ  cl  X 

von  der  Länge  d  x  das  Gewicht und  die  Masse  a  =  ^ 

°  c  gc 

Wir  denken  uns  die  Saite  in  einzelne  unendlich  kleine  Theile  oder 

in  einzelne  massive  Punkte  zerlegt,  so  dass  sich  die  Massen  der 

Theilchen  immer  auf  ihre  Anfangspunkte  zusammenhäufen. 

Die  Saite  werde   ursprünglich   gespannt  durch  die  Kraft  P. 

Dieser  Spannung  entspricht  die  ursprüngliche  Länge  l  eines  Theil- 

chens.    Es  wird  also  bei  einer  Verlängerung  um  V  —  l  die  Span- 

7/  —  Z 
nungszunahme  P'  —  P  =  q  ■  — = —  sein,  worin  q  einen  durch 

Versuche  noch  näher  zu  bestimmenden  Factor  bezeichnet.  Suchen 
wir  so  nach  der  Spannung  des  Stückes  mm\  so  haben  wir 
l  =  MM'  =  dx,  dagegen  V  =  (l  -\-  ^')dx,  und  wir  erhalten 
also  P'  —  P  =  q^'  oder  P'  =  P  -\-  q^'.  Diese  Spannung  wirkt 
von  m  nach  m'.  Um  die  Componenten  zu  finden,  hat  man  mit  den 
Cosinus  der  Winkel  gegen  die  Coordinaten-Axen  zu  multipliciren. 
Diese  Componenten  sind  also 

^  —  r-j-cn^    j^  —  — 1  ^|.    '  ^  —  — 1  _|_|'    • 

Die  letzteren  Werthe  für  Y  und  Z  müssen  noch  reducirt  werden, 
weil  wir  die  höheren  Potenzen  von  |',  t^',  ^'  weglassen.  Da  fällt 
zunächst  der  Nenner  weg  und  dann  auch  das  zweite  Glied  des 
Zählers,  weil  sich  hieraus  höhere  Potenzen  ergeben  würden.  Es 
bleibt  also  nur  übrig 

x  =  p  +  gr,   r=p^',  z  =  p^'. 

Suchen  wir  nun  auch  die  Grösse  der  Spannung  ,|  welche  in 
dem  benachbarten  Element  stattfindet,  so  haben  wir  nur  x  —  dx 
für  X  zu  setzen  und  erhalten  danach  für  den  benachbarten  Punkt 
die  Componenten 

X'  =  P-^qt'-q^"dx,Y'  =  P7j'-P7i"dx,Z'  =  Pt'--Pt"dx. 
Diese  Kraft  ist  der  ersten  Kraft,  welche  von  m  nach  m'  wirkte, 
gerade  entgegengesetzt,  so  dass  durch  Subtraction  sich  als  Com- 
ponenten der  wirkenden  Kraft  herausstellen: 
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X  —  X'  =  q^dx,  Y-  Y'=P^dx,  Z-Z'  =  P^Jx. 
d  x^  d  x^  d  x^ 

Nach  der  Dynamik  sind  diese  Componenten  gleich  der  Masse  mul- 
tiphcirt  mit  dem  zweiten  DifFerentialquotienten  der  Coordinaten 

nach  der  Zeit,  also  da  wir  die  Masse  a  =^  '     eefimden  haben: 

•  -^  d  x^  cg  dP 


x^  cg  dt^ 


d^t  p  d^l 

0  x^  cg  ov 

Q  C  ü 

Wenn  wir  hier  die  Coefficienten  zusammenfassen  durch  - — -  =  ^2 

P 

QCP 

^ =  «2  so  erhalten  wir  als  die  drei  Gleichungen  für  die  schwin- 

P 
genden  Saiten: 

^^^  dt'^"'    dx-^' 

also  drei  partielle  Differentialgleichungen,  welche  alle  drei  dieselbe 
Form  haben,  während  doch  die  Bewegungen  nach  den  einzelnen 
Seiten  hin  ganz  von  einander  unabhängig  sind. 

Hier  sind  |,  rj,  ^  drei  unbekannte  P'unctionen,  von  den  Varia- 
bein t  und  X  und  ausserdem  von  dem  Anfangszustande  der  Saite 
abhängig.  Es  müssen  also  die  Anfangscoordinaten  |u,  t^q,  ^q  gegeben 
sein,  und  ausserdem  können  den  einzelnen  Punkten  noch  bestimmte 
Anfangsgeschwindigkeiten  ertheilt  sein,  d.  h.  nach  den  drei  Axen  hin 

die  Gesell windigkeits-Componenten  -f ,  ^,  :--  für  ^  =  0.    Es  fragt 

et     et   dt- 

sich  dann,  wie  die  Saite  im  Laufe  der  Zeit  sich  bewegen  werde. 

In  den  drei  Gleichungen  sind  die  drei  Variabein  |,  i^,  ^  sepa- 

rirt,  so  dass  das  |  sich  bestimmt  aus  der  ersten  Gleichung  und  aus 

den  anfänglichen  Werthen  für  |  und  ^,  und  ebenso  ist  es  mit  7} 

und  mit  ^.      Die    erste  Gleichung    zeigt    eine  Veränderung  der 

Kiemann.    Partielle  DifferentialgleichuDgeu.  J3 
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^-Coordinate,  d.  li.  eine  Longitudinalscilwingung,  während  die  beiden 
letzten  Gleichungen  die  Veränderungen  der  y-  und  der  ^-Coordi- 
naten,  also  die  Transversalscliwingungen  anzeigen.  Wir  wollen 
zunächst  nur  die  Transversalschwingungen  nehmen,  und  zwar  so, 
dass  sich  die  Saite  nur  in  der  Ebene  der  xy  bewege,  wodurch  so- 
wohl I  als  auch  t,  wegfällt  und  auch  keine  Anfangsbestimmungen 

für  I,  £^,  777,  ;rT  bei  ^  =  0  nöthig  werden. 

'^  *"  dt    dt  ^ 


§•  75. 
Transversalschwingungen.    Lösung  von  d'Alemhert. 

Wir  haben  zunächst  nur  die  zweite  Differentialgleichung  und 

dazu  zwei  beliebige  Bestimmungen  für  iq  und  -^  in  der  Anfangs- 

0  t 

zeit  ^  =  0.  Dies  ist  wieder  ganz  dieselbe  Aufgabe,  welche  wir 
früher  schon  (§.  43)  behandelt  haben.  Wir  nehmen  zuerst  die 
ältere  Methode,  wie  sie  von  d'Alembert  eigentlich  herrührt  und 
von  Euler  etwas  modificirt  ist.  Nachher  wollen  wir  die  Lösung 
der  partiellen  Differentialgleichung  in  der  Weise  vornehmen,  wie 
bei  der  früheren  Aufgabe  über  die  Wärme,  und  hieran  eine  kurze 
Geschichte  des  Problems  anschliessen.  Obgleich  nemlich  schon 
früher  einmal  bei  einem  geometrischen  Problem  eine  partielle 
Differentialgleichung  vorgekommen  war,  so  hatte  sie  doch  keine 
besondere  Aufmerksamkeit  erregt.  Erst  die  hier  vorliegende  Auf- 
gabe hat  zu  einer  genaueren  Untersuchung  über  die  Behandlung 
der  partiellen  Differentialgleichungen  geführt. 

Wir  haben  hier  in  der  Voraussetzung,  dass  die  Saite  nur  trans- 
versal schwingt,  und  dass  die  Schwingungen  in  der  a;?/- Ebene  vor 
sich  gehen,  die  Bedingungen 

^^^  dt^  -""    dx'^ 

(2)  ^=f(x)         für^=0. 

(3)  |t  =  ^<^^)      "     ^  =  0. 

Auf  diese  Form  der  Differentialgleichung  war  zuerst  d'Alembert 
gekommen.  Sie  gehört  zu  den  leichteren.  Denn  man  sieht  auf 
den  ersten  Blick,  dass  sie  befriedigt  wird  durch  irgend  eine  Func- 
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tion  von  x  -\-  ut  oder  von  x  —  wf,  also  durch  (p(x  -\-  at)  und  auch 
durch  iIj(x  —  cct).  Denn  der  zweite  Differentialquotient  dieser 
Functionen  in  Beziehung  auf  x  ist  gleich  dem  in  Beziehung  auf 
X  :h  cct,  der  zweite  Differentialquotient  in  Beziehung  auf  t  ist  da- 
gegen gleich  dem  in  Beziehung  auf  x  :h  at,  multiplicirt  mit  «2, 
Also  lassen  sich  die  beiden  Functionen  durch  Addition  oder  Sub- 
traction  zusammenfügen,  und  man  hatte  sofort 

Tj  =  q)(x  -\-  Dit)  -\-  rjj(x  —  cit). 
Dies  ist  in  der  That  auch  die  allgemeinste  Lösung,  wie  Euler 
schon  nachwies.    Denn  wenn  wir  x  -j-  at  =  u  und  x  —  cct  =  v 
setzen  und  diese  Grössen  in  die  Differentialgleichung  einführen,  so 
erhalten  wir 

et]  d  rj  du  j^dr]  d  v d  r]    ,    di^ 

dx       dudx~^dvdx       du       d  v'' 

weil  ;:^  =  -—  =:  1  ist,  und  also  auch 

ex       dx 

dx^~  d  u'^  "^     dudv  ""    d  v'^ ' 

Ebenso  erhalten  wir,  da  7^-  =  «,  ;r-:  =  —  «  ist, 

et  dt 

dn  8 17  d  n 

dt  du  dv 

df'  ~~  ^\du'-       dudv)        ^\dudv       dvy 


d'^r]  d'^f] 


~^  dvy' 


^du'^  dudv 

Setzen  wir  nun  diese  Werthe  in  die  gegebene  partielle  Differential- 
gleichung ein,  so  erhalten  wir,  da  die  ersten  und  letzten  Glieder 

d-  7] 

sich  wegheben,  nur  4  a-  •  ;r — ^  =  0,  also 

°  dudv 

^">  -0. 


dudv 


d 


\dvj 


Dafür  lässt  sich  schreiben  — ^ =  0,  und  man  erhält  sofort 

du 

die  Lösung  -^  =  tjj'  (v),  in  welcher  ^'  (v)  von  u  unabhängig  ist. 
Durch  weitere  Integration  ergibt  sich  rj  =  1  x}j'  (v)  d  v  -j-  const.  Die 


13  = 
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Integrationsconstante  ist  von  v  unabhängig,  also  eine  Function 
von  u  allein,  so  dass 

die  allgemeine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  ist. 
Diese  stimmt  mit  unserer  Lösung  rj  =  (p(x  -\-  cct)  -\-  4'(oc  —  at) 
völlig  überein. 

Wir  müssen  unsere  allgemeine  Lösung  für  r]  so  modificiren, 
dass  sie  den  beiden  gegebenen  Bedingungen  genüge.     Wir  suchen 

also  ^  =  a (p' {x  -\-  at)  —  aifj' (x  —  at),  und  nach  unseren Bedin- 

gungen  muss  dieser  Werth  gleich  F{x)  sein  für  ^  =  0,  während 
der  Werth  von  t]  dann  in  f{x)  übergehen  muss.  Daher  sind  fp 
und  il^  so  zu  bestimmen,  dass 

f{x)  =  (p{x)  -[-il){x) 
und  -  F{x)  =  cp'  {x)  —  ip'  {x) 

werde. 

Suchen  wir  nun  (p  {x)  und  ip  {x),  so  haben  wir  aus  der  zweiten 

Gleichung    /  —F(x)dx  =  q)(x)  —  tl^ix)  und  also  in  Verbindung 

m.itf(x)  =  (p(x)  -\-  Jij(x)  die  Werthe 

9^  (^)  =  2-^(^)  +  2^  J^F(x)dx, 

Wir  haben  für  das  Integral  noch  eine  Constante  hinzuzufügen, 
können  diese  aber  beliebig  nehmen,  da  sie  in  die  Werthe  von  (p  (x) 
und  iIj(x)  nur  eine  constante  Grösse  hineinbringt.  Wir  wollen  die 
Constante  so  nehmen,  dass  das  Litegral  für  ^  ==  0  zu  0  wird,  also 

I  F(x)dx,  und  danach  haben  wir 

0 

X 

"P  (^)  =  9 /C-^)  -f  ^fF{x)dx, 

(I) 

^{x)  =  \f{x)-^^J'F{x)dx. 

0 

Hiermit  würde  aber  der  Werth  von  ri  noch  nicht  vollkommen 
bestimmt  sein,  sondern  nur  für  Argumente,  die  zwischen  0  und  c 


(11) 


Fig.  23. 
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liegen.  Es  müssen  aber  wegen  der  unbeschränkt  wachsenden  Zeit 
die  Werthe  von  q)  bekannt  sein  für  alle  Argumente  von  0  bis  oo 
und  die  Werthe  von  t/;  für  alle  Argumente  von  c  bis  —  oo .  Wir 
haben  jedoch  auch  noch  nicht  alle  Bedingungen  ausgedrückt,  die 
unserer  Betrachtung  zu  Grunde  liegen.  Denn  wir  setzen  darin 
die  beiden  Endpunkte  der  Saite  als  fest  voraus  und  haben  also 
(4)  1]  =  0        für  a;  =  0  und  für  x  =  c. 

Aus  dieser  Bedingung  erhalten  wir  die  beiden  Gleichungen 

und  g)  (c  -\-  at)  -\-  t  (c  —  at)  =  0, 

oder  wenn  wir  hier  at  =  q  setzen: 

fp  (c -\-  q)  -i- fl^  (c  —  q)  =  0. 
Mit  Hülfe  dieser  beiden  nothwendigen  Bedingungen  und  der 
beiden  Gleichungen  (I)  sind  die  Functionen  go  und  i)  für  ein  be- 
liebiges Argument  bestimmt.  Wir  suchen  die 
Curven,  welche  durch  diese  Functionen  dar- 
gestellt werden,  nehmen  also  x  als  Abscisse, 
cp  (x)  als  Ordinate  für  die  eine,  ip  (x)  für  die 
andere  Curve.  Die  Gleichungen  (I)  geben 
den  Verlauf  der  Curven  von  0  bis  c.  Beide 
Curven  gehen  durch  den  Nullpunkt,  weil  für 
X  =  0  die  Function  f(x)  =  0  und  auch  das 
Integral  zu  Null  wird.  Für  x  :=  c  sind  die 
Ordinaten  der  Curven  entgegengesetzt  gleich, 
weil/(c)  =  0  und  daher 

c  c 

(p  (c)  =  —  I  F(x)  dx^  t(c)  ==  —  -^  1  F(x)  d  x  ist. 

0  0 

Soll  nun  die  Curve  cp  über  c  hinaus  nach  der  positiven  Seite, 
die  Curve  t/;  über  0  hinaus  nach  der  negativen  Seite  fortgesetzt 
werden,  so  müssen  wir  auf  die  Gleichungen  (II)  Rücksicht  nehmen. 
Die  zweite  dieser  Gleichungen  gibt 

(p  [c  ^  q)  =  —  ip  {c  —  q). 
Nimmt  man  also  c  >>  ^  >>  0,  so  ist  j^  (c  —  q)  bekannt  und  daher 
fp  {x)  hergestellt  für  Werthe  von  x  zwischen  c  und  2  c.     Man  erhält 
nach  der  letzten  Gleichung  die  Fortsetzung  der  Curve  (p  von  c  bis 
2  c,  indem  man  die  Curve  ip  zuerst  um  die  Ordinate  von  x  ■=^  c 


H^\ 
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Fie-.  24. 


5P(x> 


und  dann  um  die  Abscissenaxe  umkehrt  (Fig.  24).  Der  weitere 
Verlauf  der  Curve  cp  ist  eine  periodische  Wiederholung  des  bis- 
herigen mit  der  Periode  2  c.    Setzen  wir  nemlich  in  der  letzten  der 

Gleichungen  (II)  c  -\-  q  statt  q, 

so  ergibt  sich 

qp  (2  c  4-  p)  =  —  ^  (—  p)  , 

und    also    nach    der    ersten    der 

Gleichungen  (II) 

g)  (2  c  -f-  9)  =  <jD  (q). 
Jetzt  kommt  es  darauf  an,  auch  tjj  weiter  zu  führen  und  zwar 
nach  der  negativen  Seite  der  Abscissen.     Dazu  dient  die  erste  der 
Gleichungen  (11),  nemlich 

ip(—  q)  =  —  (p  (q). 
Wir  erhalten  also  die  Curve  ip  für  negative  Abscissen,  indem 
wir  die  Curve  9?  zuerst  um  die  Ordinatenaxe  und  dann  um  die 
Abscissenaxe  umkehren.  Danach  ist  auch  die  Curve  ^  periodisch 
mit  der  Periode  2  c,  und  zwar  beginnt  die  Periodicität  schon  von 
c  ab.     Denn  es  findet  sich  leicht  aus  den  Gleichungen  (II) 

ip(—  c  —  q)  —  —  (p(3c  -\-  q)  —  —  cp(c  -\-  q)  =  t(c  —  q)- 
Nun  sind  aber  c  —  q  und  —  c  —  q  (Fig.  25)  überhaupt  zwei  Werthe, 

Fiff.  25. 


welche  um  2  c  von  einander  verschieden  sind,  und  von  welchen  der 
eine,  bei  c  ^  ()  >>  0,  auf  der  positiven,  der  andere  auf  der  nega- 
tiven Seite  liegt.  Bei  beiden  Curven  sind  also  die  Perioden  =  2c 
und  zwei  um  2  c  verschiedene  Abscissen  haben  gleiche  Ordinaten. 
Hierdurch  ist  nun  rj  vollständig  bestimmt.  Nehmen  wir  zu- 
nächst cct  gleich  einem  Vielfachen  von  2  c,  so  erhalten  wir  rj  = 
(p{x-\-at)-\-ip(x  —  at)  =  q)  (x-{-  7i2c)  -\-ip  (x—n2  c)=(p  (x)-\-'4}(x), 
gleich  der  Ordinate  in  der  Anfangszeit.  Oder  auch,  wenn  wir  den- 
selben Punkt  mit  der  Abscisse  x  in  den  beiden  Zeiten  t  und  f 
nehmen ,  so  haben  wir  dafür  tj  =  cp (x  -\-  cct)  -\-  ifj (x  —  ut)  und 
fj'  =  g)(x  -\-  ccf)  -j-  ^  (^  —  w t').  Es  ist  also  1]  =  rj^  wenn  cc(t  —  t') 
■=  2  c  ist.     Der  Anfangszustand  wird  also  zurückkehren  nach  der 
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2  c 

Zeit  T  =  t  —  f  = Von  der   Scliwinffunffsdauer  hänst  die 

a 

Höhe  des  Tons  ab,  und  wir  sehen,  wie  dieselbe  bedingt  ist  durch 
die  Länge  der  Saite  und  durch  unsern  Coefficienten  a,  welcher 
aus  den  obigen  Bedingungen  sich  ergibt.  Mit  dieser  Theorie  stimmt 
die  Erfahrung  vollkommen  überein. 

Wenn  wir  hier  nun  auch  die  zweite  Axe  hinzunehmen  wollten 
und  also  voraussetzen,  dass  sich  die  Saite  beliebig  im  Räume  in 
transversalen  Schwingungen  bewegen  könne,  so  haben  wir  zwei 
Differentialgleichungen,  welche  dieselbe  Form  haben,  und  auch  den- 
selben Coefficienten  cc%  so  dass  wir  die  beiden  Aufgaben  durch 
Decomposition  gesondert  lösen  und  hieraus  die  Saitenstellungen 
finden.  Da  die  zweite  Differentialgleichung  denselben  Coefficien- 
ten a  hat,  so  wird  auch  bei  dieser  zweiten  Transversalschwingung 

2  c 
dieselbe  Schwingungsdauer  —  sich  ergeben,  und  daher  findet  man 

für  die  Transversalschwingung  im  Räume  dieselbe  Periode  und 
eine  Curve  von  derselben  Art  wie  bei  der  Schwingung  in  der  Ebene. 


§.  76. 

Fortsetzung.    Besondere  Voraussetzungen  über  den 
Anfangszustand. 

Wir  wollen  noch  einige  besondere  Betrachtungen  über  den 
Anfangszustand  machen.     Für  diesen  haben  wir  die  beiden  Bedin- 

gungen  t]  =  f(x)  und  -^  =  F  (x).    Durch  Decomposition  können 

wir  die  Aufgabe  in  zwei  getrennte  zerlegen,  so  dass  zuerst  r^  =  f{x) 

'Ö  fl  0  17 

und  — -f  =  0  und  dann  7;  =  0  und  -^  z=  F(x)  ist. 
et  et 

Es  sei  also  zuerst  F(x)  =  0.    Dann  haben  wir  gp  (x)  =  -^/(x) 

und  ip  (x)  =: -- f  (^x).     Es  werden  also  die  beiden  Curven  gleich 

sein,  und  wir  haben  daher  für  die  Functionen  qo  und  il>  nur  den 
Verlauf  einer  Curve  von  —  00  bis  -)-  00  zu  betrachten.  Diese 
Curve  ist  unmittelbar  gegeben  von  0  bis  c.  Man  erhält  sie  von  c 
bis  2c,  indem  man  das  Stück  von  0  bis  c  zuerst  um  die  Ordinate 
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von  X  =  c,  dann  um  die  Abscissenaxe  umkehrt.     Der  Verlauf  von 
0  bis  2  c  wiederholt  sich  periodisch  sowohl  nach  der  positiven,  als 

Pio-.  26. 


nach  der  negativen  Seite.    Die  Curve  schneidet  die  Abscissenaxe 

für  x  =  0,  für  x=^  c  und  für  jedes  positive  und  negative  Vielfache 

von  c.    Der  Verlauf  von  0  bis  oo  stellt  die  Function  cp^  der  Verlauf 

von  c  bis  —  oo  die  Function  ^  dar.     Betrachten  wir  zwei  Zeiten, 

T        c  . 

die  sich  um  —  ^  —  unterscheiden,  so  haben  wir 
2         ci 

7j    =  q)  (x  -\-  cct)  -j-  ip  (x  —  at)^ 
rji  =  (p  (x  -\-  cit  -\-  c)  -{-  ip  (x  -]-  cct  —  c) 
^  q)  (x  -\-  at  -\-  c)  -}-  ifj  (x  —  at  -}-  c). 
Es  nimmt  aber,  wenn  man  die  Abscisse  um  c  vermehrt  oder  ver- 
mindert, sowohl  die  Curve  cp  als  die  Curve  ip  die  doppelt  umge- 
kehrte Lage  an.     Dasselbe  muss  also  auch 

Fip'    27  •  • 

^'     '  bei  7j  stattfinden,  wenn  das  Argument  um  c 

y^      ^\  sich  ändert.    Nach  der  halben  Periode  ist  da- 

^-^__,^  her  die  Lage  der  Saite  zwiefach  umgekehrt, 

von  oben  nach  unten  und  von  vorn  nach  hinten. 

Setzen  wir  zweitens/ (.«)  =  0,  so  wird  (p{x)-=-\-  —-    1  F(x)  d x 

0 

X 

und  ipfx)  =  —  jr—   /  F(x)dx.    Dann  sind  also  zwischen  0  und  c 
^  ^  2a J 

Ü 

die  beiden  Curven  einander  entgegengesetzt.  Durch  doppelte  Um- 
kehrung des  Stücks  von  ip  zwischen  0  und  c  erhalten  wir  den  Ver- 
lauf von  (p  zwischen  c  und  2  c.  Derselbe  hätte  sich  hier  auch 
ergeben,  wenn  man  das  Stück  von  q)  zwischen  0  und  c  einfach  um 
die  Ordinate  von  x  =  c  umgekehrt  hätte.  Der  weitere  Verlauf 
von  9>  ist  dann  periodisch  mit  der  Periode  2  c.  Man  erhält  ferner 
•^  für  negative  Abscissen,  indem  man  die  Curve  q)  zuerst  um  die 
Ordinatenaxe  und  dann  um  die  Abscissenaxe  umkehrt,  oder  indem 
man  das  Stück  von  ip  zwischen  0  und  c  einfach  um  die  Ordinaten- 
axe umkehrt  und  darauf  den  Verlauf  von  c  bis  —  c  periodisch 
nach  der  negativen  Seite  der  Abscissen  wiederholt.      Betrachten 
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wir  auch  hier  zwei  Zeiten,  die  sich  um  die  halbe  Schwingungsdauer 
unterscheiden,  so  haben  wir 

rj    =  (p  (^x  -\-  cct)  -\-  ^l>  (x  —  at)^ 
r]i  =  q)(x  -\-  ut  -\-  c)  -\-  ^^(x  —  cct  —  c) 
=  q)  (x  -j-  cct  -j-  c)  -\-  ip  (x  —  cct  -\-  c). 
Piff.  28. 


p{x) 


Hier  nimmt  aber  bei  der  Vermehrung  der  Abscisse  um  c  sowohl 
die  Curve  q)  als  die  Curve  ip  die  einfach  (um  die  Parallele  zur 
Fio-.  29.  Ordinatenaxe)  umgekehrte  Lage  an.  Dasselbe 

gilt  also  von  rj,  wenn  das  Argument  um  c  ver- 
mehrt ^Yird.  D.  h.  nach  Ablauf  der  halben 
Schwingungsdauer  ist  die  Gestalt  der  Saite 
einfach  umgekehrt  von  vorn  nach  hinten. 


§.  77. 
Lösung"  von  Daniel  Bernoulli.    Schwingungsknoten. 

Wir  wollen  jetzt  das  Problem  nach  unserer  frühern  Methode 
der  partiellen  Differentialgleichungen  behandeln.  Die  Aufgabe  ist 
ausgesprochen  in  den  vier  Gleichungen 

g2^                    g2^ 
1   «2  L 


(1) 

(2) 
(3) 
(4) 


8^2      "  e^2' 

7^  =  0 


für  /  =  0, 
,,  X  =  0  und  für  x  =  c. 


Wir  nehmen  also  wieder  particuläre  Auflösungen  und  suchen 
durch  Verallgemeinerung  derselben  den  allgemeinen  Ausdruck  zu 
finden,  welcher  zugleich  den  gegebenen  Bedingungen  angepasst  ist. 
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Wir  können  wieder  die  Exponentialform  nehmen,  nemlich  e^-K  +  f^^, 

und  dann  müsste  a^  =  a'^X^,  also  A  =  4-  -  sein.      Wir  haben 

—  cc 

danach  die  beiden  particulären  Lösungen  e  ^^     ^  und  e  ^    <*     ^, 
die  wir   mit  Constanten   multipliciren    und    dann    addiren,    also 

we«   -j-  ne    »    •    Wenn  hierin  x  =  0  gesetzt  wird,  soll  dieser 

Werth  auch  gleich  Null  werden,  und  es  muss  deshalb  —  m  =  n 

ga    —  e    a  l.     Soll  dieser 


Werth  auch  für  x  =  c  verschwinden,  so  ist  das  bei  reellen  Grössen 
nicht  möglich.  Wir  müssen  deshalb  die  Exponentialgrössen  in 
trigonometrische  Functionen  übergehen  lassen,  indem  wir  ^y  —  1 
statt  /u-  setzen.     Dann  haben  wir 

a 

Damit  hier  der  Werth  verschwinde  für  ^  =  c,  braucht  nur 

—  gleich  einem  Vielfachen  von  tc  genommen  zu  werden,  also 
cc 

^  =z  nn.     Indem  man  noch  die  Exponentialgrösse  gf^^V-i  auflöst, 

erhält  man  die  beiden  particulären  Lösungen 

.  nTiK  ,      .    nn 

An  COS 1 .  Sin  —  X. 

c  c 

,  ^     .    rntK  ,      .    tiTt 

und  Bn  sin t .  sin  —  rr, 

c  c 

in  denen  n  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  ist.  Negative  ganze 
Werthe  von  n  geben  nichts  Neues,  da  sie  höchstens  auf  das  Vor- 
zeichen Einfluss  üben.  Man  kann  also  je  eine  particuläre  Lösung 
mit  negativem  n  zusammenfassen  mit  der  entsprechenden  Lösung, 
in  der  n  positiv  ist,  da  die  Coefficienten  A  und  B  vorläufig  noch 
beliebig  sind.  Addiren  wir  die  beiden  particulären  Lösungen  und 
bilden  eine  unendliche  Reihe,  indem  für  n  alle  positiven  ganzen 
Zahlen  gesetzt  werden,  so  haben  wir 

,--                  -^f  A         nccTC  ,    .    -r,     .    nccTC  \    .    n7t 
(I)         7]  =  N  I  An  cos t  -\-  Bn  sm t  1  sin  —  x. 

Dieser  Ausdruck  für  ^  muss  noch  den  Bedingungen  (2)  und  (3) 
genügen.     Wir  erhalten  durch  Differentiation 
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dt]        an^f  .      .    nn%  ,    ,       ^  nccn  \    .    mt 

-—J-  =  —  >  (  —  nAn  sin t  -\-  n Bn  cos t  \sm  —  x. 

dt  c  ^\  c  c      J        c 

In  dieser  Gleichimg  und  in  (I)  ist  ^  =  0  zu  setzen,  und  es  muss 
dann  zur  Erfüllung  der  Bedingungen  (2)  und  (3) 

f{x)r=^^AnSin  —  X, 


F(x)  =  ^^nB^ 


sin  —  X 


»1=1 


sein.    Entwickelt  man  also  f(x)  und  F(x)  nach  Fourier  in  Reihen, 

TfX 

die  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von  —  fortschreiten,  so  ergeben 
sich  durch  Vergleichung  die  Coefficienten 

An  =  -  I  fm  sin  —  XdX, 
(U) 

Bn  =  -^  fFa) sin  —  Idl. 

0 

Damit  v  für  t  und  t  A-  T  denselben  Wertli  erhalte,  muss  T  —  =  2  jr 

2c 
sein,  und  die  Periode  ist  also  T  =  —    Aus  der  hier  vorliegenden 

a 

Form  der  Lösung  ergibt  sich  aber  auch  die  Möglichkeit,  dass  statt 

der  ganzen  Schwingungen  nur  partielle  Schwingungen  vorkommen, 

weil  ja  einzelne  Glieder  in  regelmässiger  Wiederholung  ausfallen 

können.    Fallen  z.  B.  alle  Glieder  weg,  bei  denen  n  nicht  durch  m 

theilbar  ist,  so  ist  in  dem  niedrigsten  Gliede  n  =  m,  im  zweiten 

n  =  2m  u. s.w.,  und  für  T  haben  wir  die  Gleichung  T ==  2:nr, 

also  T  = Ist  dies  der  Fall  bei  der  Saite,  so  bilden  sich  so- 

ma 

genannte  Schwingungsknoten,  d.  h.  Punkte,  in  welchen  die  Schwin- 
gungen sich  gegenseitig  aufheben.   Dann  sind  nemlich  die  Werthe 

Fig.  30.  von  1]  =  0,  für  welche  —  x  =  Jin  und  also 

hc 
X  =  — ,  wo  Ji  die  fortschreitenden  ganzen 
in 

Zahlen  von  0  bis  m  darstellt.      Also  wenn 
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m  =  3  ist,  so  sind  (ausser  0  und  c)  die  Punkte  für  die  Abscissen 

c  2c 

—  und  -—  unbeweglich. 

o  6 

Für  die  Longitudinalscliwingungen  würden  wir  ein  ganz  ähn- 
liches Resultat  erlangen. 


§.  78. 
Geschichte  des  Problems. 

Die  Geschichte  dieses  Problems  der  schwingenden  Saiten*)  ist 
besonders  wichtig  für  die  historische  Entwicklung  der  Theorie  der 
partiellen  Differentialgleichungen.  Der  allgemeinen  Lösung  gingen 
specielle  Lösungen  voraus.  So  hatte  schon  Taylor  die  Bemer- 
kung gemacht,  dass  man  für  eine  gewisse  anfängliche  Gestalt  der 
Saite  die  Schwingungen  leicht  bestimmen  könne,  nemlich  wo  sich 
die  Reihe  auf  ein  einzelnes  Glied  reducirt  und  also  z.  B.  alle  Coeffi- 

cienten  bis  auf  J.„  gleich  0  werden.  Dann  ist  t;  =^  ^  cos 1  sin  —  x 

und  der  ursprüngliche  Werth,  wenn  ^  =  0,  ist  >;  =  A  sin  — x. 

Diese  Curve  nannte  man  damals  eine  Trochoide,  welcher  Ausdruck 
jetzt  freilich  nicht  mehr  gebräuchlich  ist.  Man  kannte  also  die 
Lösung,  wenn  die  anfängliche  Gestalt  eine  Trochoide  war.  Dann 
behielten  alle  Verrückungen  immer  dieselben  Verhältnisse,  und 
Taylor  hatte  eigentlich  eine  Particularauflösung. 

Dann  kam  die  Auflösung  von  d'Alembert,  welche  ungefähr 
diejenige  ist,  die  wir  zuerst  entwickelt  haben.  Diese  Auflösung 
commentirte  Euler  und  behauptete,  dass  sie  in  grösserer  Aus- 
dehnung gelte,  als  d'Alembert  angenommen  habe.  Dieser  hatte 
nemlich  gesagt,  dass  in  der  allgemeinen  Lösung  die  beiden  Func- 
tionen (p  und  xp  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  demselben  Ge- 
setz ausgedrückt  sein  müssten,  selbst  wenn  die  Function  über  das 
ursprüngliche  Gebiet  der  Variabein  fortgesetzt  werde.  Und  er 
glaubte,  dass  q)  und  ^  in  seiner  Lösung  für  alle  ihre  Argumente 
nach  demselben  mathematischen  Gesetz  sich  entwickelten.  Da- 
gegen sagte  Euler  richtig,  dass  man  der  Difierentialgleichung  ge- 

*)  Maa  vergleiche:  Eiemann,  Ueber  die  Darstellbarkeit  einer  Function 
durch  eine  trigonometrische  Eeihe.  (Abhandlungen  der  Königl.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  zu  Göttingen.     Bd.  13.  —  Eiemaun's  Werke.    S.  213  ff.) 
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nügen  könne  durch  irgend  welche  Functionen  von  x  -\-  oct  und 
X  —  at,  so  dass  diese  also  gar  nicht  durch  dieselben  mathematischen 
Gesetze  durchweg  dargestellt  zu  werden  brauchten,  sondern  stellen- 
weise auch  verschiedene  Gesetze  befolgen  könnten.  Hierüber  wurde 
zwischen  ihnen  beiden  vielfach  hin-  und  hergestritten,  obgleich  der 
Einwurf  von  E  u  1  e  r  gar  keine  weitere  Erwiderung  zuliess. 

Fast  gleichzeitig  kam  Daniel  Bernoulli  mit  seiner  Auflösung, 
indem  er  solche  particuläre  Auflösungen  nahm,  wie  wir  sie  zuletzt 
behandelt  haben.  Er  behauptete,  dass  er  in  einer  Reihe  unendlich 
viele  Constanten  habe  und  also  durch  deren  passende  Bestimmung 
die  Summe  der  Reihe  einer  willkürhchen  Function  anpassen  könne. 
Gegen  diese  Behauptung  erhob  sich  Euler  und  sagte,  dass  eine 
solche  nach  Sinus  fortschreitende  Reihe  nicht  einer  beliebigen 
Function  angepasst  werden  könne,  da  ja  die  Function  z.  B,  in  einer 
Strecke  eine  Ellipse  und  dann  auf  einmal  eine  Hyperbel  sein  könnte. 

Um  diesen  Streit  zu  schlichten,  fasste  Lagrange  die  Sache 
von  einem  andern  Gesichtspunkte  auf,  indem  er  einen  elastischen 
Faden  mit  massiven  Punkten  betrachtete  und  die  Bewegungen 
dieser  einzelnen  Massen  zu  bestimmen  suchte.  Dann  hing  das 
Problem  nicht  von  einer  partiellen  Differentialgleichung  ab,  sondern 
von  einer  Reihe  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen.  Für 
jeden  der  ri Punkte  hatte  er  eine  besondere  Difi'erentialgleichung, 
und  in  jeder  derselben  kamen  immer  drei  zusammenliegende  rj  vor, 
nemlich  ausser  dem  gesuchten  noch  die  beiden  rj  für  die  benach- 
barten Punkte.  Diese  Differentialgleichungen  suchte  er  zu  befrie- 
digen, so  dass  die  Integrale  den  ursprünglichen  Verrückungen  und 
Geschwindigkeiten  entsprachen.  In  den  Integralen  der  w  Differen- 
tialgleichungen hatte  er  2  n  Constanten  und  dafür  also  durch  die 
ursprüngliche  Verrückung,  und  die  ursprüngliche  Geschwindigkeit 
jedes  einzelnen  Punktes  auch  2n  gegebene  Werthe.  Hierbei  löste 
Lag  ränge  das  Problem,  durch  eine  endliche  Sinusreihe  von  be-" 
liebig  vielen  Gliedern  eine  Function  für  eben  so  viel  Werthe  dar- 
zustellen, wie  wir  es  zu  Anfang  dieser  Vorlesung  gethan  haben. 
Dann  suchte  er  durch  eine  geometrische  Construction  die  Gestalt 
des  Polygons  für  jeden  Augenblick  zu  bestimmen,  wie  es  sich  für 
die  fi einzelnen  Punkte  herausstellte.  Er  fand,  dass  das  Polygon 
zu  irgend  einer  Zeit  aus  den  beiden  gegebenen  Polygonen  für  die 
Anfangsverrückung  und  Anfangsgeschwindigkeit  sich  so  darstellen 
Hess,  wie  d'Alembert  dieCurven  für  seine  Lösung  gefunden  hatte. 
Zum  Schluss  sagte  er,  dies  lasse  sich  ausdehnen  auf  eine  unend- 
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liehe  Anzahl  von  Punkten  und  demnach  gelte  nach  seinem  Resul- 
tat Euler's  Ansicht  über  die  Lösung  von  d'Alembert.  Er  ent- 
wickelte also  Ausdrücke  von  endlicher  Gliederzahl  und  machte  erst 
in  dem  abgeleiteten  Gesetz  den  Uebergang  zum  Unendlichen.  Hätte 
er  nur  in  der  Entwicklung  und  in  den  Formeln  selbst  das  n  ^=  cc 
gesetzt,  so  wäre  er  auf  die  Lösung  von  Daniel  Bernoulli  ge- 
kommen. Er  hatte  aber  wie  Euler  die  Meinung,  dass  man  eine 
beliebige  Function  nicht  in  eine  unendliche  Reihe  von  Sinus  auf- 
lösen könne.  Keineswegs  hat  er,  wie  Poisson  und  andere  neuer- 
dings sagen,  jede  nach  abwechselnden  Gesetzen  fortschreitende 
Curve  in  eine  solche  Reihe  zu  entwickeln  versucht,  denn  sonst 
hätte,  er  doch  auch  sicher  den  ihm  bekannten  Einwurf  von  Euler 
widerlegt,  wenn  auch  nur  in  irgend  einem  Beispiel. 

Dieser  Fortschritt  wurde  erst  nach  40  Jahren  (zuerst  1807) 
von  Fourier  gemacht.  Dieser  hatte  eigentlich  nur  den  Muth,  das 
Unendliche  gleich  in  die  Entwicklung  einzusetzen.  Bei  der  neuen 
Formel  verwunderte  sich  Lagrange  und  wollte  sie  nicht  gelten 
lassen,  wie  in  einigen  Blättern  in  seinen  Manuscripten  auf  der 
Pariser  Bibliothek  sich  deutlich  zeigt.  Poisson  citirt  für  seine 
Behauptung,  dass  Lag  ränge  schon  die  allgemeine  Entwicklung 
nach  einer  Reihe  von  Sinus  gemacht  habe,  5 mal  eine  Stelle  von 
ihm,  welche  doch  in  der  That  nur  das  Eigenthümliche  hat,  dass 

Lagrange  dabei  statt  des  Zeichens  ^  ein  /  zur  Summation  einer 

endlichen  Anzahl  von  Gliedern  gebraucht,  während  er  sich  ausdrück- 
lich gegen  den  unendlichen  Werth  von  n  ausspricht.  Poisson 
hat  das  Verdienst  von  Fourier  nur  aus  Eifersucht  gegen  ihn  in 
Abrede  gestellt,  obgleich  dasselbe  eigentlich  nicht  bedeutend  war. 
Das  Material  lag  schon  vollständig  vor,  nur  war  der  Schritt  in 
vierzig  Jahren  nicht  versucht. 

Also  hatte  d'Alembert  vollkommen  Recht,  dass  man  das 
Problem  nur  lösen  könne,  wenn  die  Curve  sich  auf  gleiche  Weise 
fortsetzte,  denn  dies  ist  eben  das  Wesen  der  Entwicklung  einer 
Function  in  eine  Sinusreihe.  Sie  stellt  jenseits  der  Grenzen  die 
Wiederholung  der  Periode  dar,  welche  innerhalb  der  Grenzen  liegt. 
Aber  Euler  und  Bernoulli  haben  ebenfalls  vollkommen  Recht. 
Es  kam  die  Meinungsverschiedenheit  daher,  dass  man  die  Ent- 
wicklung von  Fourier  nicht  kannte.  Früher  bezeichnete  man 
eine  Curve,  welche  zum  Theil  einem  Gesetze,  zum  Theil  einem  an- 
dern gehorcht,  welche  also  immer  verschiedene  Arten  von  Curven 
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darstellt,  als  cliscontinuirlich.  Mit  diesem  Worte  bezeichnet  man 
jetzt  etwas  ganz  Anderes,  und  mit  Recht.  Denn  die  frühere  Dis- 
continuität  löst  sich  nach  einer  allgemeineren  Function  in  eine 
Continuität  auf,  weil  eine  höhere  Function  in  verschiedenen  Theilen 
verschiedene  Curven  darstellen  kann.  Dieser  Begriff  von  Discon- 
tinuität  kommt  in  älteren  Schriften  häufig  vor. 

Dass  Lagrange  durchaus  nicht  seine  Betrachtungen  auf  das 
Unendliche  ausgedehnt,  sondern  nur  aus  dem  unendlichen  Polygon 
einige  allgemeine  Eigenschaften  abgeleitet  hat,  zeigt  sich  auch  aus 
seiner  Behandlung  des  Problems  des  schwingenden  Fadens,  wo  er 
denselben  ebenfalls  in  Theile  theilte  und  die  Massen  in  die  einzelnen 
Theilpunkte  legte.  Auch  bei  diesen  Pendelschwingungen  gelang 
es  ihm,  den  Ort  jedes  einzelnen  Punktes  zu  bestimmen  auf  ähnliche 
Weise,  wie  er  unser  jetziges  Problem  behandelte.  Doch  ging  er 
nicht  so  weit,  dass  er  daraus  die  Gesetze  für  einen  continuirlichen 
Faden  abgeleitet  hätte,  weil  die  Formeln  für  den  discontinuirlichen 
Faden  sich  nicht  so  einfach  zeigten.  Man  vergleiche  Lag  ränge, 
Mecanique  analytique  Tome  L  Partie  IL  Sect.  VL  §.  III  *)  und  den 
Aufsatz:  Des  oscillations  d'un  fil  fixe  par  une  de  ses  extremites, 
et  Charge  d'un  nombre  quelconque  de  poids**),  wo  man  leicht  den 
Ausdruck  verallgemeinern  kann. 


II.     Allgemeine  Theorie   der   Schwingungen   elastischer 

fester  Körper. 

§.  79. 

Die  partiellen  Differentialgleichungen  für  das  Innere 
des  Körpers  und  die  Oberflächen -Bedingungen. 

Wir  haben  bisher  die  Schwingungen  elastischer  fester  Körper 
betrachtet,  die  nur  in  einer  Dimension  eine  endliche  Ausdehnung 
haben.  Es  läge  also  nahe,  zu  solchen  Körpern  überzugehen,  deren 
Ausdehnung  in  zwei  Dimensionen  endlich,  in  der  dritten  aber  un- 
endlich klein  ist,  zu  elastischen  Platten.    Ueber  die  Schwingungen 


*)  Edition  3.  publiee  par  Bertrand,  pag.  362. 
**)  Miscellanea  Taurinensia.     Tomus  III.  pag.  242. 
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solcher  Platten  hat  zuerst  Sophie  Germaiii  geschrieben,  und 
zwar  in  drei  Abhandlungen,  die  sie  in  den  Jahren  1811  bis  1815 
der  Pariser  Akademie  einreichte.  Diese  Arbeiten  sind  nicht  ge- 
druckt. Erst  in  den  Jahren  1821  und  1826  hat  die  Verfasserin 
ihre  weiteren  Untersuchungen  in  zwei  Schriften  verööentlicht. 
Eine  Würdigung  dieser  Arbeiten  und  die  Berichtigung  der  Theorie 
finden  wir  in  einem  Aufsatze  von  Kirchhoff  im  40.  Bande  von 
Cr  eile's  Journal. 

Wir  wenden  uns  sofort  zu  der  Betrachtung  des  allgemeinsten 
Falles,  nemlich  von  Körpern,  die  in  jeder  Richtung  eine  endliche 
Ausdehnung  besitzen.  Bei  der  Untersuchung  der  Bewegung  eines 
solchen  Körpers  kommen  zunächst  in  Betracht  die  auf  die  Masse 
wirkenden  äusseren  Kräfte,  dann  die  Zug-  oder  Druckkräfte,  welche 
auf  die  Oberfläche  ausgeübt  werden,  und  endlich  die  durch  die 
Formveränderung  hervorgerufenen  inneren  elastischen  Kräfte, 
welche  die  Moleküle  des  Körpers  in  die  Lage  zurückzuführen 
streben,  in  der  sie  bei  der  Abwesenheit  aller  Einwirkungen  im 
Gleichgewicht  sein  würden. 

Die  Untersuchung  des  Bewegungszustandes  lässt  sich  auf  die 
des  Gleichgewichts  zurückführen,  indem  wir  das  Princip  d'Alem- 
bert's  anwenden.  Danach  halten  die  resultirenden  bewegenden 
Kräfte,  im  entgegengesetzten  Sinne  genommen,  den  wirklich  ein- 
geprägten Kräften  das  Gleichgewicht.  Es  gehe  nun  ein  Punkt  des 
Körpers,  der  in  der  Ruhelage  die  rechtwinkligen  Coordinaten  a;,  ?/,  z 
hatte,  in  Folge  der  auf  ihn  einwirkenden  Kräfte  in  eine  unendlich 
wenig  abweichende  neue  Lage  über,  die  zur  Zeit  t  durch  die 
Coordinaten  x  ^  u^  y  -\-  v^  s  -\-  tv  bestimmt  werde.  Dann  sind 
die  resultirenden  bewegenden  Kräfte,  welche  auf  die  in  dem  Punkte 
concentrirt  gedachte  Masse  m  parallel  den  Coordinatenaxen  wirken, 

d^ti       d^v       d^iv 
resp.  m  ^-rr-,  m  ^r— -,  m  ^-tt-    Diese  sind  also  mit  entgegengesetztem 
ot^        oV        oV 

Zeichen  versehen  den  Componenten  der  eingeprägten  Kräfte  hinzu- 
zufügen. Es  kommt  aber  auf  dasselbe  hinaus,  wenn  man  die  ge- 
nannten Beiträge  zu  den  Componenten  irgend  einer  der  eingepräg- 
ten Kräfte  heranzieht.  Sind  also  m  X\  m  Y\  m  Z'  die  Componenten 
der  äusseret  Kräfte,  welche  parallel  den  Coordinatenaxen  auf  das 
Massenelement  m  im  Punkte  (x^  ?/,  s)  wirken,  so  hat  man  statt  dieser 
Componenten  in  Rechnung  zu  bringen 
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und  dann  die  Bedingungen  des  Gleichgewiclites  aufzustellen. 

Zu  dem  Ende  zerlegen  wir  den  Körper  in  Elemente  von  un- 
endlich kleinen  Dimensionen,  und  zwar  durch  Ebenen,  die  recht- 
winklig gegen  die  Coordinatenaxen  liegen.  Die  Form  eines  solchen 
Körperelementes  ist  verschieden,  je  nachdem  seine  Oberfläche  ganz 
im  Inneren  des  Körpers  liegt,  oder  ein  Theil  derselben  in  die  Ober- 
fläche des  Körpers  fällt.  Im  ersten  Falle  ist  das  Körperelement 
ein  rechtwinkliges  Parallelepipedon.  Hat  der  dem  Anfangspunkte 
der  Coordinaten  zunächst  gelegene  Eckpunkt  die  Coordinaten 
x^  y^  s^  so  stossen  in  ihm  drei  Kanten  zusammen  von  der 
Länge  dx^  dy^  dz.  Im  andern  Falle  ist  das  Körperelement  (all- 
gemein zu  reden)  eine  dreiseitige  Pyramide,  deren  Basis  ein  in 
der  Oberfläche  des  Körpers  liegendes  unendlich  kleines  krumm- 
liniges Dreieck  ist,  und  deren  Spitze  im  Innern  des  Körpers  un- 
endlich nahe  an  der  Oberfläche  liegt.  Sind  ^,  ^,  z  die  Coordinaten 
der  Spitze,  so  haben  die  drei  Seitenkanten  die  Länge  dx^  dy^  dz. 
Für  jede  dieser  beiden  Arten  von  Körperelementen  sind  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen besonders  aufzustellen. 

Betrachten  wir  zunächst  ein  Körperelement  im  Innern,  also 
(Fig.  31)  ein  Parallelepipedon  mit  den  rechtwinklig  auf  einander 
stehenden  Kanten  dx.,  dy^  dz.     Der  dem  Coordinaten -Anfang  zu- 

Fig.   31. 
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nächst  gelegene  Eckpunkt  habe  die  Coordinaten  x^  «/,  z.  Auf  jede 
Seitenfläche  des  Parallelepipedon  wirkt  eine  elastische  Kraft,  deren 
Angriffspunkt  wir  in  der  Mitte  der  Fläche  annehmen.  Rechtwink- 
lig zur  Axe  der  a:;  liegen  zwei  Seitenflächen,  jede  vom  Inhalte  dijds. 
Die  eine  geht  durch  den  Punkt  (,^,  ^,  .s),  die  andere  durch  den 
Punkt  (^  -\-  dx^y,  0).  Auf  die  erste  dieser  Seitenflächen  wirkt 
eine  elastische  Kraft,  deren  Componenten  parallel  den  Coordinaten- 
axen  wir  bezeichnen  mit 

—  Xx  .  dyds^  —  Yx  .  dydz^  —  Z^  .  dyds. 
Dass  die  Kräfte  dem  Inhalte  des  Flächenelementes  proportional 
genommen  werden,  auf  welches  sie  wirken,  bedarf  keiner  besondern 
Auseinandersetzung,  Die  Factoren,  mit  welchen  der  Inhalt  des 
Flächenelementes  multiplicirt  ist,  sind  so  bezeichnet,  dass  der 
grosse  Buchstabe  die  Richtung  der  Compouente  angibt,  der  an- 
gehängte Index  die  Normale  der  Fläche,  auf  welche  die  Kraft  wirkt. 

Auf  die  Seitenfläche  vom  Inhalte  dyds^  welche  rechtwinklig 
zur  a;-Axe  durch  den  Punkt  (x  -{-  dx,  y,  s)  geht,  wirkt  eine  elasti- 
sche Kraft,  die  sich  —  dem  vorher  Gesagten  entsprechend  —  in  die 
Componenten  zerlegt 
-f  {Xx)x  +  äx  .  dydz,    -\-  {Yx)x^dx  '  dyd0,    -{-  (Zx)x^dx  •  dydz. 

Wir  verlegen  den  Angriffspunkt  dieser  elastischen  Kräfte  in 
den  Mittelpunkt  des  Parallelepipedon.  Abgesehen  von  den  dabei 
entstehenden  Kräftepaaren,  die  nachher  besonders  untersucht  wer- 
den sollen,  ergeben  sich  dann  die  folgenden  Componenten,  resp. 
parallel  den  Axen  der  x,  der  y,  der  0 

-75 — -  •  dxdydz.     ■„       •  dxdiids,     -t~-  •  dxdyds. 
dx  "^  dx  -^  dx  ^ 

In  derselben  Weise  behandeln  wir  die  Componenten  der  elasti- 
schen Kräfte,  welche  auf  die  beiden  zur  ^-Axe  rechtwinkligen  Ober- 
flächen wirken.  Es  ergeben  sich  daraus  parallel  den  Coordinaten- 
axen  die  im  Mittelpunkte  des  Parallelepipedon  angreifenden 
Componenten 

-;—  •  dxdyds^    -— ^  •  dxdydz,    -^r-^  ■  dxdyds 
oy  '^  dy  ^  dy  '^ 

und  daneben  Paare,  die  nachher  besonders  zu  betrachten  sind. 

Endlich  kommen  die  elastischen  Kräfte  in  Frage,  welche  auf 
die  beiden  zur  ^-Axe  rechtwinkligen  Oberflächen  wirken.  Sie  setzen 
sich,  im  Mittelpunkte  des  Parallelepipedon  zusammen  zu  den  den 
Coordinatenaxen  resp.  parallel  gerichteten  Componenten 
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„       •  dxdndz,       ^       •  äxdiids,     -^ — -  •  dxdyds, 

lind  die  dabei  auftretenden  Paare  sollen  ebenfalls  nachher  berück- 
sichtigt werden. 

Die  auf  das  Parallelepipedon  wirkenden  äusseren  Kräfte  haben 
wir  in  die  Componenten  zerlegt 

qX'  .  dxdydz^     qY'  .  dxdyds,     qZ'  .  dxdydis, 
wenn  mit  q  die  Dichtigkeit  bezeichnet  wird.     Indem  wir  also  wie 
vorher  setzen 

ergeben  sich  die  folgenden  Bedingungen  dafür,  dass  der  Mittel- 
punkt des  betrachteten  Körperelementes  im  Gleichgewicht  bleibe: 

(1)  «'^+^  +  ^  +  ^  =  « 

„    1     8Z^■     1     d  Zy     .     d  Zz  

^      ~^    dx    ~^    dy  dz 

Soll  aber  das  Körperelement  um  seinen  Mittelpunkt  auch  keine 
Drehung  erleiden,  so  sind  noch  die  Drehungsmomente  der  Kräfte- 
paare gleich  Null  zu  setzen,  die  von  der  Verlegung  der  Angriffs- 
punkte herrühren.  Dabei  kommen  nur  die  elastischen  Kräfte  in 
Betracht,  da  die  auf  die  Masse  des  Körperelemeutes  wirkenden 
äusseren  Kräfte  von  vorn  herein  in  seinem  Mittelpunkte  angreifen. 
Die  Kräfte  —  X^  .  dydz_u.iid  (Xx)x+dx  •  dyds  sind  nur  in  ihrer 
eigenen  Richtung  verschoben,  sie  liefern  also  kein  Paar,  ebenso  die 
Kräfte  —  Yy  .  dxdz  und  {Yy)yj^cjy  .  dxdz^  und  endlich  —  Z^ .  dxdy 
und  {Zz)zJ^dz  .  dxdy.  Von  den  übrigen  zwölf  Componenten  rühren 
dagegen  Paare  her,  nemlich 

erstens  von  den  Kräften,  welche  auf  die  zur  a:-Axe  rechtwinkligen 
Flächenelemente  wirken : 

ein  Paar  mit  dem  Moment  -[-Yxdydz.dxm  einer  Ebene 

rechtwinklig  zur  ^-Axe, 
ein  Paar  mit  dem  Moment  —  Z^  dy  dz  .  dx  in  einer  Ebene 
rechtwinklig  zur  ^-Axe; 
zweitens  von  den  Kräften,  welche  auf  die  zur  y-kxe  recht- 
winkligen Flächenelemente  wirken: 

14* 
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ein  Paar  mit  dem  Moment  —  Xydxäz  .  dy  m  einer  Ebene 

rechtwinklig  zur  ^-Axe, 
ein  Paar  mit  dem  Moment  -\-  Zydxdß  .  dy  in  einer  Ebene 

rechtwinklig  zur  ic-Axe; 

drittens  von  den  Kräften,  welche  auf  die  zur  ^-Axe  rechtwink- 
ligen Flächenelemente  wirken: 

ein  Paar  mit  dem  Moment  -|-  X^dxdy  .  ds  in  einer  Ebene 

rechtwinklig  zur  ^/-Axe, 
ein  Paar  mit  dem  Moment  —  Yz  dx  dy  .  ds  in  einer  Ebene 
rechtwinklig  zur  a:;-Axe. 

Das  Vorzeichen  der  Momente  ist  übereinstimmend  genommen 
mit  dem  Sinn  der  Drehung,  welche  das  betreffende  Kräftepaar  her- 
vorbringen würde.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  wenn  man  sich 
der  Reihe  nach  auf  der  positiven  Seite  der  Coordinatenaxen  auf- 
stellt, eine  positive  Drehung  auf  dem  kürzesten  Wege  aus  der 
Richtung  der  positiven  x  in  die  Richtung  der  positiven  ^,  aus  der 
Richtung  der  positiven  y  in  die  Richtung  der  positiven  ^,  aus  der 
Richtung  der  positiven  s  in  die  Richtung  der  positiven  x  führt. 

Nimmt  man  die  Paare  zusammen,  die  in  derselben  Ebene  liegen 
und  drückt  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  gegen  Drehung 

aus,  so  findet  sich 

"V    V 

■^^y  ■ -*■  x^ 

(2)  r,     =     Zy, 

Zx    =    Xz. 

Nachdem  wir  in  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  die  Bedingungen 
für  das  Gleichgewicht  eines  Körperelementes  im  Innern  des  elasti- 
schen Körpers  gefunden  haben,  betrachten  wir  ein  Element  an  der 
Oberfläche,  also  eine  dreiseitige  Pyramide,  deren  Spitze  in  dem  un- 
endlich nahe  an  der  Oberfläche  gelegenen  inneren  Punkte  (x,  y,  z) 
sich  befindet,  deren  Seitenkanten  d x,  dy,  ds  sind  und  deren  Basis 
vom  Flächeninhalt  d6  in  der  Oberfläche  des  Körpers  liegt.  Die  auf 
dem  Oberflächenelemente  dG  von  aussen  nach  innen  errichtete 
Normale  schliesse  mit  den  positiven  Coordinatenaxen  Winkel  ein, 
deren  Cosinus  resp.  ß,  /3,  y  sein  mögen.  Durch  d  6  und  diese  drei 
Cosinus  lässt  sich  der  Inhalt  der  drei  Seitenflächen  der  Pyramide 
ausdrücken.  Es  ist  nemlich  —  dö  .  a  der  Inhalt  der  Seitenfläche, 
die  rechtwinklig  zur  ^-Axe  liegt,  —  dö  .  ß  der  Inhalt  der  Seiten- 
fläche rechtwinklig  zur  y-Axe,  —  dö  .  y  der  Inhalt  der  Seitenfläche 
rechtwinklig  zur  ^-Axe.     Zerlegt  man  die  auf  die  Seitenflächen 
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wirkenden  elastischen  Kräfte  in  die  den  Coordinatenaxen  parallel 
gerichteten  Componenten ,  so  findet  sich  als  Gesammtcomponente 
parallel  der  x-Axe 

-\- Md6X:,-\- ßdöXy -\-  yclöX,, 
parallel  der  y-Axe 

-\-  adöYo:  -[-  ßdöYy  -\-  ydaY,, 
parallel  der  ^-Axe 

-\-  ocdöZ,,  4-  ßdöZy  -^  ydö Z,. 
Auf  das  Oberflächenelement  d  6  sollen  Zug-  oder  Druckkräfte 
wirken,  deren  Componenten  parallel  den  Axen  resp. 
d6  .  '^,  d6  .  H,  d(3  .  Z 

sein  mögen.  Diese  sowohl  als  auch  die  vorher  betrachteten  Com- 
ponenten der  auf  die  Seitenflächen  wirkenden  elastischen  Kräfte 
sind  von  derselben  Ordnung  wie  d6.  Gegen  dö  ist  aber  das  Massen- 
element der  Pyramide  unendlich  klein,  und  daher  können  die  Com- 
ponenten der  äusseren  auf  die  Masse  wirkenden  Kräfte,  welche  von 
der  Ordnung  dieser  Masse  sind,  hier  vernachlässigt  werden.  Wir 
erhalten  demnach,  bei  Unterdrückung  des  gemeinschaftlichen  Fac- 
tors dö^  die  folgenden  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  des 
Körperelementes  an  der  Oberfläche 

;^4-«x, +  /3Z, +  yx,  =  0, 
(3)  H  4- «  r.  +  /3  r,  4-  y  r.  =  o, 


§.80. 
Die  elastischen  Kräfte. 

Es  kommt  nun  vor  allen  Dingen  darauf  an,  die  elastischen 
Kräfte  selbst  zu  untersuchen.  Eine  elastische  Wechselwirkung 
findet  nur  zwischen  unendlich  nahe  gelegenen  Molekülen  statt.  Und 
wir  beschränken  die  Untersuchung  auf  den  Fall,  dass  die  Aenderung 
der  Entfernung,  welche  zwei  solche  Moleküle  in  Folge  ihrer 
elastischen  Wechselwirkung  erleiden,  unendlich  klein  ist  im  Ver- 
gleich zu  ihrer  ursprünglichen  Entfernung. 

Wir  legen  durch  das  Innere  des  Körpers  irgend  eine  Fläche 
und  wollen  die  elastischen  Kräfte  betrachten,  welche  auf  ein  Ele- 
ment d  6  dieser  Fläche  wirken.     Zu  dem  Ende  nehmen  wir  zwei 
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Fig.  32. 


M- 


unendlich  nahe  gelegene  Moleküle  If  und  Mi  auf  entgegengesetzten 
Seiten  von  dö.  Das  Molekül  Jf  befinde  sich  ursprünglich  im  Punkte 
(x,  y,  z).  Ml  im  Punkte  {x^,  ?/i,  ^i),  und  es 
sei  ^1  =  .^  +  ^,  ^1  =  ^  4-  7i,  ^1  =  3^1, 
so  dass  ^,  /i,  li  der  Voraussetzung  gemäss  un- 
-Mi  endlich  kleine  Grössen  bezeichnen.  In  Folge 
der  einwirkenden  Kräfte  geht  M  in  die  neue 
Lage  {x-]-iiyy  -\-v,  z  -\-  %v\  Mi  in  die  neue 
Lage  {xi  -\-  Ui,  ^1  +  ^1,^1  +  Wi)  über,  und 
es  sind  m  ,  v ,  w,  Ui,  v^ ,  i^^  unendlich  klein. 
Dann  sieht  man  leicht,  dass  die  Differenzen  Ui  —  u,  Vi  —  v,  Wi  —  iv 
unendlich  klein  in  zweiter  Ordnung  sind.  Man  erhält  nemlich 
Ui,  Vi,  Wi  aus  u,  V,  iv,  indem  man  x,  y,  z  in  Xi,  ^i,  Zi  übergehen 
lässt.     Also  ist  nach  Taylor 's  Lehrsatze 

^-^  '   ^y  dz 


Vi   —  V 


IVi   —  IV 


dx 

dv     ,  T   dv 

dx    '       dy 


k 


dw 
dx 


dy 


dv 
ö7' 


j  dw 


Die  Glieder  auf  der  rechten  Seite  sind  unendlich  klein  in 
zweiter  Ordnung.  Alle  weiteren  Glieder  der  Entwicklung  sind  in 
Producte  der  Grössen  g,  h,  k  multiplicirt  und  verschwinden  also 
gegen  die  ersten  Glieder,  die  (/,  /i,  k  linear  enthalten. 

Die  Wirkung,  welche  Mi  und  M  auf  einander  ausüben,  denken 
wir  uns  parallel  den  Coordinatenaxen  zerlegt  und  betrachten  zu- 
nächst die  Componente  parallel  der  ^-Axe.  Diese  ist  eine  Func- 
tion von  M,  v,  10,  Ui,  Vi,  Wi,  und  zwar  eine  lineare  Function,  weil 
alle  nichtlineären  Glieder  gegen  die  linearen  unendlich  klein  sind 
und  daher  vernachlässigt  werden  können.  Also  ist  die  Componente 
parallel  der  x-kx.Q,  eine  lineare  Function  von  u,  v,  w  und  von  den 
nach  X,  y,  z  genommenen  ersten  Derivirten  dieser  drei  Grössen. 
Summirt  man  über  alle  M,  die  auf  der  einen,  über  alle  Mi,  die 
auf  der  andern  Seite  von  d<3  in  unendlich  kleiner  Entfernung  liegen, 
so  erhält  man  die  Componente  der  elastischen  Kraft,  welche  parallel 
der  a^-Axe  auf  das  Flächenelement  dö  wirkt,  und  diese  Componente 
ist  ebenfalls  eine  lineare  Function  von  u,  v,  w  und  den  ersten 
Derivirten  dieser  Grössen.  Nehmen  wir  d  0  rechtwinklig  zur  x-kxß, 
so  ergibt  sich  hiernach 
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Xa;  =  Äoo  -j-  Äq    tO   -^  Bo    V    -\~    Co  lü 

'  ex  OX  0  X 

'        8</    '        dij    '         dy 

d  z    ^        8  ^    '        dz 

Dieser  Ausdruck  vereinfacht  sich  aber  noch.  Zunächst  ist 
klar,  dass  Xa;  =  0  sein  muss,  wenn  gar  keine  Verschiebung  der 
Moleküle  stattgefunden  hat,  wenn  also  u  z=  v  =  lo  ^  0  ist.  Daraus 
geht  hervor,  dass  J.oo  =  0  sein  muss.  Nehmen  wir  ferner  u  con- 
stant,  «;  =  0,  10  =  0,  so  wird  jedes  Molekül  um  eine  und  dieselbe 
Strecke  parallel  der  x-Axe  verschoben.  Die  gegenseitige  Lage  der 
Moleküle  ändert  sich  dabei  durchaus  nicht,  es  kann  also  auch 
keine  elastische  Kraft  auftreten.  D.  h.  es  muss  ^o  =  0  sein.  In 
derselben  Weise  findet  man  ^o  -=  0,  Co  =  0- 

Es  können  aber  auch  keine  ela- 
rig-  33.  stischen  Kräfte  auftreten,  wenn  man, 

ohne  die  gegenseitige  Lage  der  Mo- 
leküle zu  ändern,  den  ganzen  Körper 
unendlich  wenig  um  eine  feste  Axe 
dreht.  Dabei  beschreibt  jedes  Mole- 
kül einen  Kreisbogen,  der  dem  Ab- 
stände von  der  Drehungsaxe  pro- 
portional ist.  Drehen  wir  also  um 
die  Axe  der  z  und  zwar  um  einen 
unendlich  kleinen  "Winkel  a  in  posi- 
tiver Richtung,  so  ist 


u  = 


w  =  0. 


ya, 


xco. 


du 
dx 
d_o_ 
dx 


=  0      ^ 
'     dy 


C3, 


du 


—  =  0 
dy       ^' 


,8  V 


du 

dz 
d  V 
d~z 


=  0, 


=  0. 


Folglich  erhält  man  X^  =  B \-B—-=— Bco-l-Ba.    Da 

d  y    '       dx  ' 

aber  in  diesem  Falle  X^;  ==  0  sein  muss,  so  findet  sich  B  =  B. 
Hätte  man  eine  unendlich  kleine  Drehung  um  die  y-Axe  oder  um 
die  ^-Axe  vorgenommen,  so  würde  sich  daraus  ergeben  G  =  C 
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und  resp.  H  =F.    Folglich  ist  X^  eine  homogene  lineare  Function 
der  sechs  Grössen 

du  c  V     I  d  w 

dx''  dß         dy '' 

d  V  d  IV  ^.     d  u 

dy  ''  dx         d  z'' 

dw  du    .  dv 

dz''  dy         dx 

Dasselbe  gilt,  wie  man  leicht  sieht,  von  allen  übrigen  Compo- 
nenten  der  elastischen  Kräfte. 


§•  81- 
Hülfssätze  aus  der  Mechanik.    Das  Potential. 

Für  die  weitere  Untersuchung  ist  es  wünschenswerth,  einige 
Hülfssätze  aus  der  Mechanik  ins  Gedächtniss  zu  rufen.  Bewegt 
sich  ein  materieller  Punkt,  von  einer  Kraft  P  getrieben,  in  der 
Richtung  dieser  Kraft  um  die  Strecke  äs^  so  nennt  man  bekannt- 
lich das  Product  P  .ds  die  verrichtete  mechanische  Arbeit.  Schliesst 
dagegen  der  durchlaufene  Weg  ds  mit  der  Richtung  der  Kraft  P 
den  Winkel  q)  ein,  so  ist  die  Arbeit  P .  cos  (p  .  ds.  Der  materielle 
Punkt  habe  die  Coordinaten  x^  «/,  0.  Die  Componenten  der  Kraft 
parallel  den  Coordinatenaxen  seien  resp.  X,  Z,  Z.  Von  diesen 
Componenten  getrieben  durchlaufe  der  Punkt  einen  Weg  (^s,  dessen 
Projectionen  auf  den  Axen  dx,  dy,  ds  sein  mögen.  Dann  ist  die 
geleistete  Arbeit  Xdx  -\-  Ydy  -|-  Zds. 

Wir  betrachten  zwei  Punkte  m  und  lUi,  deren  Coordinaten 
x,  y,  z  und  resp.  x^,  y^,  z^  seien,  und  bezeichnen  ihre  Entfernung 
mit  r.  Zwischen  diesen  beiden  Punkten  finde  in  der  Richtung 
ihrer  Verbindungslinie  eine  Abstossung/(r)  statt,  die  nur  von  der 
Entfernung  r  abhängig  ist.  In  Folge  dieser  abstossenden  Kraft 
möge  gleichzeitig  m  in  die  neue  Lage  {x  -\-  8  x,  y  -\-  8  y,  s  -{-  8  s) 
und  nii  in  die  neue  Lage  {xi  -(-  8x1,  2/1  -|-  ^Vi-,  ^1  4"  ^■^1)  gßl^-ii" 
gen.  Wir  bezeichnen  mit  8r  den  auf  Wiin  projicirten  Weg  des 
Punktes  in,  mit  8^  r  den  auf  qu  mi  projicirten  Weg  des  Punktes  nii, 
30  dass  also 
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ox  '     oy  '    d0 

ist.    Die  geleistete  Arbeit  ist  danach 

=  f(r)  (d  r  -{-  dir)  ^  f(r)  d  r. 

Eine  Anziehung  q)  (r)  kann  als  negative  Abstossung  angesehen 
werden.    Man  hat  also  in  dem  Falle  der  Anziehung /(r)  =  —  ^  (r) 
-p^     34  ZU  setzen.    Der  Ausdruck  für  die 

Arbeit  ist  dann  wieder /(y)<Zr. 
Wir  bilden  das  Integral 


F(r)=ff(r)dr-i- 


const 


und  bestimmen  die  Integrations- 
constante  so,  dass  F{r)  =  0  wird, 
wenn  die  Punkte  unendlich  ent- 
fernt sind.  Dann  nennt  man  F{r) 
das  Potential.  Die  mechanische 
Bedeutung  dieser  Function  ist  leicht  zu  erkennen.  Es  ist  die 
Arbeit,  die  verrichtet  wird,  wenn  die  beiden  Punkte  unter  Einwir- 
kung der  Kraft  f{r)  aus  unendhcher  Entfernung  in  die  Entfer- 
nung r  gebracht  werden. 

Als  Beispiele  führen  wir  eine  Abstossung  oder  Anziehung  an, 
die  dem  Producte  der  Massen  direct,  dem  Quadrat  der  Entfernung 

umgekehrt  proportional  ist.  Im  ersteren  Falle  ist/(r)  =  — '-^  und 
F{r)=  —  ^-?^,  im  andern  Falle  f{r)  =  -  ?^^  und  F(r) 


r 

Hat  man  ein  System  von  Punkten,  von  denen  je  zwei  mit 
Kräften  auf  einander  wirken,  die  in  der  Richtung  ihrer  Verbindungs- 
linie liegen  und  nur  von  der  Entfernung  abhängen,  so  ist  die  Ge- 
sammtarbeit  gleich  der  Summe  der  einzelnen  Arbeiten,  und  das 
Potential  des  materiellen  Systems  auf  sich  selbst  ist 

wenn  man  F(;r)  in  Bezug  auf  je  zwei  Punkte  bildet  und  alle  so 
erhaltenen  Functionen  addirt. 
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Geht  ein  System,  für  welches  ein  Potential  vorhanden  ist,  aus 
einer  Lage  in  eine  andere  über,  so  ist  die  dabei  geleistete  Arbeit 
gleich  der  Aenderung  des  Gesammtpotentials.  Die  Arbeit  ist 
demnach  =  0,  wenn  jeder  Punkt  des  Systems  wieder  in  seine 
Anfangslage  zurückkehrt.  Daraus  geht  ohne  weiteres  hervor, 
dass  die  Arbeit,  welche  bei  der  Ueberführung  eines  Systems  aus 
einer  Lage  in  eine  andere  geleistet  wird,  nur  von  der  Anfangs- 
und Endlage  abhängig  ist,  dagegen  unabhängig  von  dem  Wege,  auf 
welchem  die  Ueberführung  stattgefunden  hat.  Denn  es  sei  P  die 
Arbeit,  wenn  das  System  auf  einem  bestimmten  Wege  aus  der  An- 
fangs- in  die  Endlage  gebracht  wird,  Pi  die  Arbeit,  wenn  das- 
selbe auf  einem  zweiten  Wege  geschieht.  Bringt  man  dann  das 
System  auf  dem  ersten  Wege  aus  der  Anfangs-  in  die  Endlage  und 
danach  auf  dem  zweiten  Wege  zurück  aus  der  Endlage  in  die 
Anfangslage,  so  ist  die  geleistete  Arbeit  P  —  P^.  Diese  muss 
aber  =  0  sein,  da  jeder  Punkt  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurück- 
geführt ist. 


82. 


Das  Gesammtpotential  aller  auftretenden  Kräfte. 


Nach  dieser  Vorbereitung  wenden  wir  uns  wieder  zu  unserer 
eigentlichen  Aufgabe.  Wir  suchen  die  mechanische  Arbeit,  die 
verrichtet  wird,  wenn  jedes  Molekül  des  elastischen  Körpers  eine 
unendlich  kleine  Verschiebung  erleidet.  Für  den  Punkt  (x,  y,  z)  sei 
diese  Verschiebung  8%{,  parallel  der  ic-Axe,  ^v  parallel  der  ^-Axe, 
^w  parallel  der  ^-Axe,  Dann  erhält  man  als  Ausdruck  für  die 
Arbeit  im  Innern  des  Körpers 


9  X 


+ 


1 1 1^'\^^'^{ 


dy 

dy 

dZy 

dy 


+ 
+ 

+ 


d 
dZ, 


■\\dxdydz 
-^\  \dxdyds 
\   dxdydz^ 


und  für  die  Arbeit  der  an  der  Oberfläche  wirkenden  Kräfte 


ffß 
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In  dem  ersten  Ausdruck  ist  die  dreifache  Integration  nach 
x^  y,  g  auszudehnen  über  den  von  dem  Körper  erfüllten  Raum.  In 
dem  zweiten  Ausdruck  ist  dö  ein  Oberfiächenelement,  und  die 
Integration  ist  über  die  ganze  Oberfläche  des  Körpers  zu  erstrecken. 
Der  erste  Ausdruck  lässt  noch  theilweise  eine  Umformung  zu,  so- 
weit nemlich  die  Arbeit  von  den  elastischen  Kräften  herrührt.  Wir 
betrachten  zunächst  das  Integral 

ö  u  dxdydz. 

Der  Körper  habe  eine  solche  Lage  gegen  das  Coordinatensystem, 
dass  zu  allen  Punkten  im  Innern  und  in  der  Oberfläche  positive 
Coordinaten  gehören.  Nöthigenfalls  kann  man  dies  durch  parallele 
Verschiebung  der  Coordinatenebenen  immer  erreichen. 

In  der  i/^- Ebene  nehmen  wir  ein  unendlich  kleines  Rechteck 
von  den  Seiten  dij^  dz^  dessen  einer  Eckpunkt  —  dem  Anfangs- 
punkte der  Coordinaten  zunächst  gelegen  —  die  Coordinaten  0,  ^,  z 
hat  (Fig.  35  a.  f.  S.).  Ein  über  diesem  Rechteck  errichtetes  gerades 
Prisma  tritt  in  den  Körper  ebenso  oft  ein  wie  aus  ihm  heraus.  Der 
Eintritt  möge  stattfinden  an  den  Stellen,  für  welche  x  die  Werthe  x\ 
x"\  .  .  .  ^(2n-i)  iiat,  der  Austritt  dagegen  an  den  Stellen  x'\  x^^\  ... 
^(2n).  Die  Werthe,  welche  X^  und  d  u  an  den  betreffenden  Stellen 
besitzen,  mögen  durch  die  entsprechenden  oberen  Indices  bezeich- 
net werden.     Durch  Integration  nach  Theilen  erhält  man  dann 

dydz  f^^  dudx  =  Ix'^du"  +  XiTdu'''  -] ^  X^2n)^^(2n) 

—  X'^d  %^  —  XU  ö  w"' Xf "- 1)  d  i((2»-i) 

—  /  Xa; -^ — dxldydz. 

Die  Integrale  /  -^r-^  dudx  und  /  X^—r —  dx  sind  über  alle  die 
°       J     dx  J  dx 

Theile  des  Elementarprisma  zu  erstrecken,  welche  innerhalb  des 

Körpers  liegen.    Bezeichnen  wir  nun  mit  d  ö',  d  ö",  .  .  .  d  öi^^«)  die 
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Elemente,  welche  das  Prisma  bei  seinem  Ein-  und  Austritt  aus  der 
Oberfläche  des  Körpers  herausschneidet, und  mit  a\ß\y'\  cc", /3", y"; 

Fig.  35. 


.  .  .  a(2w)^  ßiin)^  y{in)  ^ie  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  auf  c? ö, <^ ö", 
.  .  .  (^(j(2«)  nach  dem  Innern  des  Körpers  gezogenen  Normalen  mit 
den  positiven  Axen  einschliessen,  so  ergibt  sich 

dyds  =  a'  .dö'  =  a'"  .  dö'"  .  .  .  =  a(2"-i)  .  cZö(2»-i), 

dagegen 

dydz  =  —  a"  :dö"  =  —  oC^.d0'^...  =  —  a(2n)  .  d6^^^\ 

Beachtet  man  dies,  so  erhält  man 

dyds  I        "^  diidx  =  — ^S^aX^cöu  .  d6  —  dy  ds   /  X^  -^ — dx. 

Die  beiden  Integrale  sind  in  derselben  Bedeutung  zu  nehmen  wie 

vorher.    Die  Summe  ^]  aX^öu  .  dö  bezieht  sich  auf  alle  die  Stellen, 

welche  das  Elementarprisma  aus  der  Oberfläche  des  Körpers  her- 
ausschneidet. Geht  man  dann  zu  der  Integration  nach  y  und  ^ 
über,  so  erhält  man 

/    /       -^-^^udxdyds=--  I  aXx8ud6 —  /    /    f  X^-^ — dxdydz. 

Die  dreifachen  Integrale  sind  über  den  von  dem  Körper  ausgefüllten 
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Raum  auszudehnen,  das  Integral  /  aX^Sudö  auf  seine  gesammte 
Oberfläche.     Auf  demselben  Wege  ergibt  sich 

/    /   I  -:^~^8udxdycl0=^—  I  ßXydudö —  /    /    /  Xy— — dxdydi^ 

/    /    I  -^~-8ndxdyds  =  —  J  yX^dudö —  /    /        X^— — dxdydi 
Ebenso  hat  man  die  Integrale 


und 


J  J  J         \dx 

ffß 


+ 


dYy         dY, 
dy    "^ 


d. 


dxdydz 


^  -| — ^— ^  )dxdydz 


dx      '      dy  8, 

zu  transformiren.  Fasst  man  dann  die  hervortretenden  Oberflächen- 
integrale zusammen,  so  erkennt  man  leicht,  dass  sie  sich  gegen  die 
entsprechenden  Glieder  in  dem  Ausdrucke  der  Oberflächenarbeit 
heben.    Es  bleibt  als  Arbeit  der  Kräfte  an  der  Oberfläche 

(1)  HlElÖ u^  Hdv  -^  Zd V)) d 6 

und  als  Arbeit  der  inneren  elastischen  Kräfte 


-/// 


dxdydi 


^'*  8^  +  ^»* -817  +  ^'*  87 

'  dx  •'  cy 


d. 


oder  einfacher,  wenn  man  die  Gleichungen  (2)  des  §.  79  berück- 
sichtigt : 

dx    '  \8^         cxj 


-fff 


dxdydz 


(2) 


'        ^     dy    ^  \dz    '    dy 

I      /7  Ä  9w    ,     ry  ^C^w    .    du 


Die  Arbeit  endlich,  die  im  Innern  des  Körpers  von  den  auf  die 
Masse  wirkenden  äusseren  Kräften  geleistet  wird,  ist  unverändert 


(3) 


f  f  fqdxdyd2{X8u  -f  Y8ü  ^  Zdiv). 
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Wir  bezeichnen  mit 

/  du    dv     diu     /du  j^dv\     /d  v  j^div\     /div    ,    d  ii 

eine  Function,  deren  Variation  die  unter  dem  Integral  (2)  mit 
dxdydz  multiphcirte  Klammergrösse  ist.  Dann  lässt  sich  die 
Elementararbeit  der  inneren  elastischen  Kräfte  auch  schreiben 

(2*)  —  8  f  f  f^dxdyds, 

und  es  ist  —  /    /    I  Odxdyds  das  Potential ,  soweit  es  von  den 

inneren  elastischen  Kräften  herrührt.  Dass  dieses  Potential  wirk- 
lich existirt,  ist  leicht  einzusehen.  Man  hat  nur  zu  beachten,  dass 
die  inneren  elastischen  Kräfte  abstossende  und  anziehende  Kräfte 
sind,  die  von  der  Entfernung  der  Moleküle  abhängen. 

Das  Gesammtpotential  ist   dann,    abgesehen  von  einer  Con- 
stanten, die  dem  Anfangszustande  entspricht: 

—  j        j  ^dxdyds  -{-  j  I    I  (uX  ^  vY -\- ivZ)Qdxdyd0 


Die  Function  ^  in  dem-  Ausdrucke  für  das  Potential 
der  elastischen  Kräfte. 

Die  Function  ^  kann  m,  v,  iü  nicht  enthalten,  weil  in  8^  die 
Variationen  8  u^  8  v,  8w  nicht  vorkommen.  Wir  führen  zur  Ab- 
kürzung die  Bezeichnungen  ein 

du  dv  j^d  10  

9¥~'^"'  87+87  —  ^^  —  ^^' 

dv  dw_.du  

F^  ~  ^^'  ^  +  ^  ~  ^"  "~  ^^'      • 


Dann  ist 


djv du  _,     dv  __ 

e^  ~  ^"    87  +  8^  ~"  "^^  ~  ^"^ 

80=  X^Sx^-^  Yy8yy^  Z,82, 
-f-  Xy  8  Xy  -\-  Y,8  y,  ^  Z^8b^. 
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Da  nun  X^;  und  die  übrigen  Componenten  homogene  lineare  Func- 
tionen von  Xcc:  Dyi  2z  1  %,  Vz-,  ^x  sind,  so  niuss  ^  eine  homogene 
Function  zweiten  Grades  von  denselben  6  Grössen  sein.     Sie  ent- 

6   5 

hält  21  Constanten,  nemlich  6  Coefficienten  der  Quadrate  und  — ^ 

Coefficienten  der  doppelten  Producte.  Diese  Coefficienten  sind 
durch  Experiment  zu  bestimmen.     Setzen  wir 

0  =   «ii  Xl   -\-   2  «12  Xx  IJy  -\-   «22  vi   -\ 

und  berücksichtigen,  dass 

5  -^  Vt  1         T^  -*-  V 1        'S.  -^2 1 

OXx  Otjy  OZz 


^—  T  l^—V        ^J^  —  7 

ist,  so  finden  sich  die  Componenten  der  elastischen  Kräfte  leicht 
durch  Differentiation,  nemlich 

X-  =  2  «11  x;,;  -|-  2  «12  2/t/  +  2  «13  Sz 
+  2  «14  2/^  -f  2  «15  ^'.^  -|-  2  «16  Xy, 
und  entsprechend  die  übrigen. 

Die  Function  ^  lässt  sich  auf  unendlich  viele  verschiedene 
Weisen  in  die  Summe  von  6  Quadraten  umformen.  In  sehr  ein- 
facher Weise  geschieht  dies  wie  folgt.  Der  quadratische  Ausdruck 

-—    («n  .r,,   +    «12  IJy   +    «13  Zz   +    «U  Vz   +    «15  -^.^•   +   «1^  ^vY 
«11 

stimmt  mit  Q?  in  allen  Gliedern  überein,  die  x^  enthalten.  Sub- 
trahirt  man  also  dieses  Quadrat  von  0,  so  bleibt  eine  homogene 
Function  zweiten  Grades  übrig,  die  nur  noch  von  .5  Variabein  ab- 
hängt. Von  dieser  kann  man  wiederum  einen  quadratischen  Aus- 
druck subtrahiren,  der  so  beschaffen  ist,  dass  die  Differenz  von  der , 
Variablen  yy  völlig  befreit  ist.  Durch  Fortsetzung  dieses  Verfah- 
rens wird  0  in  eine  Summe  von  6  Quadraten  zerlegt. 

Allgemein  lässt  sich  jede  homogene  Function  zweiten  Grades 
von  w  Variabein 

1=1    fe=i 
in  die  algebraische  Summe  von  n  Quadraten  verwandeln.      Dies 
geschieht,  indem  man  durch  lineare  Substitution  für  die  Variabein 
In  lai  •  •  •  Im  ^^  neue  Variable  tji,  t;,!  •  ■  •  Vn  einführt.    In  den  n  Sub- 
stitutionsgleichungen  von  der  Form 
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(k  =  1,  2,  3  .  .  .  n) 

disponirt  man  über  n"^  Coefficienten.    Es  treten  aber  nur  — ^^ — ^ 

Bedingungsgleichungen  auf,  nemlicli  die  Gleichungen,  welche  aus- 
sprechen, dass  nach  Einführung  der  Variabein  r]  die  Producte  von 
je  zwei  verschiedenen  rj  den  Coefficienten  0  haben  sollen.  Folg- 
lich lässt  sich  die  Transformation  in  unendlich  mannichfaltiger 
Weise  vornehmen.  In  unserm  Falle  ist  vorher  als  Beispiel  die 
Transformation  angedeutet,  bei  welcher  c^^j  =  0  gesetzt  ist  für 

k  ^  i  und  f'fc,fc  =  1.     Danach  sind  noch  —^ — ^r— ^  Coefficienten  c 

disponibel,  ebenso  viel  als  Bedingungsgleichungen  vorhanden  sind. 
Hat  man  also  über  die  Reihenfolge  der  Variabein  Xx-,  yy-,  ^z-,  Xy^  y^,  z^ 
eine  Bestimmung  getroffen,  so  liefert  jene  besondere  Art  der  Trans- 
formation nur  ein  Resultat. 

Es  sei  nun  mit.  Hülfe  irgend  einer  linearen  Substitution  die 
Function  S  in  eine  Summe  von  Quadraten  transformirt.  Zeigt  sich 
dabei,  dass  m  Quadrate  mit  positiven,  also  n  —  m  mit  negativen 
Coefficienten  behaftet  sind,  so  ist  auch  bei  jeder  andern  Transfor- 
mation, die  nur  quadratische  Glieder  liefert,  die  Anzahl  der  Quadrate 
mit  positiven  Coefficienten  m,  die  Anzahl  der  Quadrate  mit  negativen 
Coefficienten  n  —  m.  Diesen  merkwürdigen  Satz  hat  Sylvester 
das  Trägheitsgesetz  der  quadratischen  Formen  genannt*).  Die 
Function  heisst  wesentlich  positiv,  wenn  bei  der  Transformation 
in  eine  Summe  von  Quadraten  sich  ergibt,  dass  alle  Quadrate 
positive  Coefficienten  haben,  sie  heisst  wesentlich  negativ,  wenn  aus 
der  Transformation  lauter  Quadrate  mit  negativen  Coefficienten 
hervorgehen. 

Die  Erfahrung  hat  gezeigt,  dass  die  Constanten  in  der  Func- 
tion 0  stets  solche  Werthe  haben,  dass  die  Function  wesentlich 
positiv  ist.  Diese  Eigenschaft  der  Function  3>  soll  daher  als  ihr 
nothwendig  zukommend  angesehen  werden. 


")  In  Betreff  des  Beweises  muss  hier  verwiesen  werden  auf  Sylvester, 
On  a  Theory  of  the  Syzygetic  relations  of  two  rational  integral  functions. 
Sect.  IV.  (Philosophical  Transactions  of  the  Eoyal  Society  of  London.  1853.); 
Jacohi  (Crelle's  Journal  Bd.  53);  Hermite  (Crelle's  Journal  Bd.  53);  Brioschi 
(Nouvelles  Annales  de  Math^matiques.     T.  15). 
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§.  84. 
Das  Princip  des  Lagrange. 

Nach  dem  Princip  des  Lagrange  ist  ein  Körper  unter  der 
Einwirkung  von  Kräften  im  Gleichgewicht,  wenn  für  irgend  welche 
unendlich  kleine  Verschiebung  die  Summe  der  virtuellen  Momente, 
d,  h.  die  hei  der  Verschiebung  geleistete  Arbeit,  =  0  ist. 

Wir  betrachten  zuerst  den  Fall,  dass  auf  die  Masse  keine 
äusseren  Kräfte  und  auf  die  Oberfläche  des  Körpers  keine  Zug- 
oder Druckkräfte  wirken.     Dann  reducirt  sich  das  Potential  auf 

—  /  /  I  ^dxdydz  und  die  bei  einer  unendlich  kleinen  Ver- 
schiebung geleistete  Arbeit  ist  —  ^  ^dxdyds.  Als  Be- 
dingung des  Gleichgewichtes  erhalten  wir  also 


'///^ 


Odxdyds  =  0. 
Das  Gleichgewicht  ist  stabil,  wenn  das  dreifache  Integral 

0dxdyd0 


ffß 


ein  Minimum  ist.  Der  Werth  dieses  Integrals  kann  nicht  negativ 
werden,  da  alle  seine  Elemente  wesentlich  positiv  sind.  Sein  kleinster 
Werth  ist  Null,  und  dieser  kommt  nur  dann  zu  Stande,  wenn  überall 

^  =  0, 
d.  h.  wenn  an  jeder  Stelle  des  elastischen  Körpers 


du 

dx 

dv    .    dio 
^'    dz  ~^  dy~ 

=  0, 

dv 

^     div    ,    du 
"'    dx'^dz  - 

=  0, 

div 
dz  ~ 

du       dv 
'    dy~^dx~ 

=  0. 

Diesen  Bedingungen  wird  genügt  durch  die  Ausdrücke 

u  =  üo  -\-  cy  —  hZi 
V  =  ho  -\-  az  —  cx^ 
z  ■=  Co  -\-  hx  —  ay. 

E  i  e  m  a  n  n.     Partielle  Differentialgleichungen.  ]^g 
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Darin  spricht  sich  aus,  dass  alle  Punkte  drei  genaeinschaftliche 
Verschiebungen  parallel  den  drei  Coordinatenaxen  resp.  um  die 
unendlich  kleinen  Strecken  «o^  ^o?  ^o  erleiden,  und  dass  alle  Punkte 
drei  gemeinschaftliche  Drehbewegungen  ausführen,  wobei  der  Reihe 
nach  die  drei  Coordinatenaxen  als  Drehungsaxen  auftreten.  Die 
bei  den  Drehungen  von  den  einzelnen  Punkten  durchlaufenen  Kreis- 
bögen sind  jedesmal  dem  Abstände  von  der  Drehungsaxe  propor- 
tional. Der  Punkt,  welcher  in  der  Entfernung  1  von  allen  drei 
Axen  liegt,  durchläuft  die  unendlich  kleinen  Kreisbögen  —  a,  —  &,  —  c 
resp.  bei  der  Drehung  um  die  Axen  der  x,  der  y,  der  0.  Bei  einer 
solchen  Bewegung  bleibt  aber  die  gegenseitige  Lage  der  sämmt- 
lichen  Moleküle  ungeändert. 

Wenn  also  auf  die  Masse  keine  äusseren  Kräfte  und  auf  die 
Oberfläche  keine  Zug-  oder  Druckkräfte  wirken,  so  ist  die  unver- 
änderte gegenseitige  Lage  der  Moleküle  die  Bedingung  für  das 
Gleichgewicht  der  elastischen  Kräfte. 

Wir  gehen  zu  dem  allgemeinen  Fall  über,  dass  äussere  Kräfte 
auf  die  Masse  des  Körpers  und  Zug-  oder  Druckkräfte  auf  die 
Oberfläche  wirken.     Zur  Abkürzung  werde  gesetzt 

—  I   I   I  ^^^^y^^  =  ^^ 

I   I       {uX  -{-  vY  -\-  w Z)  Q  dx dy  dz 

-\-  fd6{u^  ^  vH-\-  wZ)  =  0. 

Das  Gesammtpotential  ist  danach  ß  -|-  0,  und  wir  erhalten  als 
Bedingung  des  Gleichgewichts,  dass 

sein  muss  für  irgend  welche  unendlich  kleine  Verschiebung.  Diese 
eine  Bedingungsgleichung  zerfällt  aber  in  mehrere.  Man  hat  nur 
zu  beachten ,  dass  die  Verschiebungen  du,  d v,  dtv  von  einander 
unabhängig  sind.  Die  Variation  ist  demnach  so  umzuformen,  dass 
man  sowohl  unter  dem  dreifachen  Integral  als  unter  dem  auf  die 
Oberfläche  zu  erstreckenden  Integral  je  ein  Glied  multiplicirt  mit 
resp.  du,  dv,  dw  erhält.     Zu  dem  Ende  muss  man  das  dreifache 

Integral  /    /    f  d^dxdyds,    in  welchem  nur  die  nach  x,  y,  z 

genommenen  9  Derivirten  von  du,  dv,  öw  vorkommen,  durch 
Integration  nach  Theilen  transformiren.     Der  Rechnungsgang  ist 
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genau  die  Umkehrimg  von  dem  in  §.  82  vorgenommenen.  Man  er- 
hält daher,  nachdem  die  Umformung  durchgeführt  ist,  für  die 
(gleich  Null  zu  setzende)  Elementararbeit  denselben  Ausdruck  wie 
zu  Anfang  des  §.  82.  Dann  hat  man  sowohl  unter  dem  dreifachen 
Integral  als  unter  dem  Oberflächenintegral  einzeln  gleich  Null  zu 
setzen,  was  resp.  mit  dw,  dv,  ö  to  multiplicirt  ist.  Als  Bedingungen 
des  Gleichgewichts  ergeben  sich  danach  die  sechs  Gleichungen 

'     dx     '     dy      ^     00 
y    ,     dZ^         dZy         '^Z, 

Z-^aZa,-\-ßZy  -^  yZ,  =  0, 

von  denen  die  ersten  drei  sich  auf  das  Innere  des  Körpers,  die 
anderen  drei  auf  die  Oberfläche  beziehen. 

Da  jedoch  in  diesen  sechs  Gleichungen   die  Grössen  m,  v,  w 
selbst  nicht  vorkommen,  sondern  nur  Functionen  von 

du  dv  ^^  dtv 

dx'  d~0~^  dy' 

dv  div  _j_du 

dy''  d  x~^  d  z'' 

dio      du    .    dv 
ä7'    dy'^dx' 

so  kann  man  zu  den  Lösungen  für  w,  v,  iv,  die  den  obigen  sechs 
Gleichungen  genügen,  unbeschadet  der  Gültigkeit  jener  Gleichun- 
gen noch  solche  Werthe  von  w,  v,  iv  hinzufügen,  durch  welche 
man  erhält 


du 
dx 

0, 

dv 

dz 

+ 

dw 
dy  ~ 

0, 

dv 
dy 

0, 

dw 

d  X 

+ 

du 

d0 

0, 

div 

CS 

0, 

du 
dy 

-f- 

dv 
dx 

0. 

15* 
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Solche  Werthe  von  m,  v,  lo  sind  (wie  schon  oben  erwähnt) 
von  der  Form 

u  ^=  cid  -\-  cy  —  &  0, 
V  =  1)^  -^  az  —  Cic, 
10  =  Cq  '\-  hx  —  ay. 


§.85. 

Es  gibt  stets  ein  einziges  System,  welches 
.5  (iJ  +  0)  =  0  macht. 

Wir  wollen  beweisen,  dass  es  stets  ein  System  von  Grössen 
w,  v,  IV  gibt,  durch  welche  den  Bedingungsgleichungen  des  Gleich- 
gewichts oder,  was  auf  dasselbe  hinausläuft,  der  Gleichung 

ö  (ß  +  0)  =  0 

Genüge  geleistet  wird.     Dabei  ist  zu  unterscheiden,  ob  ß  =  0 
oder  verschieden  von  0  ist. 

Es  sei  zuerst  ß  =  0.  Da  0  niemals  negativ  wird,  so  kann 
das  Integral 

iß  =  —   /    /    /  Qdxdyds 

nur  dadurch  den  Werth  0  erhalten,  dass  überall  ^  =  0  wird,  d.  h. 

Xx  =  0,  yz^=  0, 
yy  =  0,  z^  =  0, 
^^  —  yj^     oCy  —  u. 

Diese  Gleichungen  werden  aber  nur  durch  Werthe  von  m,  f ,  iv 
erfüllt,  wie  sie  zu  Ende  des  vorigen  §.  abgeleitet  sind.  Und  um- 
gekehrt wird  £1  =  0,  wenn  wir 

^i  ^  üa  -\-  cy  —  hz^ 
V  =  hfj  -\-  az  —  cx^ 
10  =  Cq  -\-  hx  —  ay 

setzen.     Führen  wir  die  so  gefundenen  Werthe  von  it,  v,  w  in  den 
Ausdruck  für  0  ein,  so  ergibt  sich 


I 
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0  =  «0 1  /    /    /  QXdxdyds  -\-  I  l^dö 
-f  &o|  f  f  f  qY dxdij dz  ^  f  Hd6\ 
-|-  Co     /    /    /  Q  Zdxdy  dz  -\-  1  Zdöl 

[ff    f  QYzdxdydz -\-  f  Hzdöj 

—  (  /    /    f  Q^y^^dydz -{-  f  Zyd<5\ 
\  f    f    f  qZxdxdydz  -\-  f  Zxdöj 

—  (  /    /    f  Q^^dxdydz -{-  f  lBlsd<5\ 
f    f  QXydxdydz -\-  f  lElydöj 

—  (  f    f    f  QYxdxdydz -\-  f  Hxdöj 
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-|-  a 


+  ^ 


+ 


Nun  sind  aber  die  gefundenen  Werthe  von  u,  v,  iv  so  beschaffen, 
dass  bei  der  Verschiebung  keine  Formveränderung  stattfindet.  Die 
äusseren  Kräfte  und  die  auf  die  Oberfläche  wirkenden  Zug-  und 
Druckkräfte  müssen  sich  also  in  diesem  Falle  so  im  Gleich- 
gewicht halten,  als  ob  der  Körper  starr  wäre.  Stellt  man  dafür 
die  Bedingungsgleichungen  auf,  so  ergibt  sich,  dass  in  dem  eben 
gefundenen  Ausdrucke  für  0  die  Grössen,  die  resp.  mit  a^,  ho,  Cq, 
a,  &,  c  multiplicirt  sind,  einzeln  =  0  sein  müssen.  Es  drücken 
nemlich  die  mit  ciq,  ho,  Cq  multiplicirten  Grössen  die  Componenten 
der  Gesammtkraft  aus,  die  auf  den  (zum  Coordinaten- Anfang 
genommenen)  Schwerpunkt  des  starr  gedachten  Körpers  einwirkt, 
und  die  mit  «,  h,  c  multiplicirten  Grössen  sind  die  Momente  der 
Drehung  resp.  um  die  Axe  der  x,  der  y  und  der  z. 

Ist  also  Si  =  0,  so  kann  nicht  anders  Gleichgewicht  vorhan- 
den sein,  als  wenn  auch  0  =  0  wird.  Hat  aber  0  einen  von  0 
verschiedenen  Werth,  so  kann  0  nicht  =  0  sein.  Denn  aus  0  =  0 
würde  nothwendig  wieder  0  =  0  folgen,  gegen  die  Voraussetzung. 

Wir  gehen  zu  dem  zweiten  Falle  über,  dass  0  von  0  verschie- 
den ist,  und  betrachten  alle  Systeme  von  Grössen  u,  v,  iv,  die  der 
Nebenbedingung  genügen,  dass  0  einen  constanten  Werth  Ä  an- 
nehme. Unter  allen  diesen  Systemen  ist,  wie  eben  bewiesen,  keins, 
das  £1  =  0  liefern  könnte.     Wir  werden  also,  wenn  wir  an  der 
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Nebenbedingung  0  =  A  festhalten,  —  Sl  stets  positiv  erhalten. 
Unter  allen  den  Systemen  von  Grössen  u,  v,  iv,  welche  der  Neben- 
bedingung genügen,  ist  dann  jedenfalls  eins  (u',  v',  iv')  vorhanden, 
für  "welches  die  Function  —  il  ihren  kleinsten  positiven  Werth  an- 
nimmt. Wir  erhalten  dieses  System  (m',  v',  %v'\  indem  wir  die  erste 
Variation  von  i2  gleich  Null  setzen,  dabei  jedoch  berücksichtigen, 
dass  nur  solche  Variationen  du^  dv,  dw  zulässig  sind,  welche  mit 
der  Gleichung  &  =  A  verträglich  sind.  Nach  Lagrange  wird 
die  Nebenbedingung  sogleich  mit  berücksichtigt,  indem  man 

d(ii  -^  ^0)  =  0 
setzt,     ft  bezeichnet  dabei  eine  Gonstante,  die  nur  von  A  ab- 
hängig ist. 

Wir  haben  danach  bewiesen,  dass  unter  allen  Systemen  (m,  v^  iv), 
welche  &  =  A  machen,  jedenfalls  eins  (u\  v\  iv')  vorhanden  ist, 
für  welches  die  von  0  verschiedene,  positive  Function  —  iß  zu 
einem  Minimum  wird.  Und  dieses  System  {u\  v\  tv')  macht  die 
Variation  von  Sl  -\-  ^0  zu  Null.  Die  Bedingungs- Gleichungen 
dafür  lauten  aber 

8  Xx    I    d  Xy     .    d  Xz     ,         ^        „ 

TF  +  TV  +  ^7  +  1"^^ -^  °' 

d¥^    .dYy.dY.,         „       „ 

d  Zx    ,    d  Zy     .     d  Zz     ,  rz       n 

aXx  +  ^  Xj,  +  yX,  -f  ft  5*  =  0, 

Hat  man  das  immer  vorhandene  System  (?(',  v\  iv')  ausfindig 
gemacht,  das  diesen  Bedingungen  Genüge  leistet,  so  braucht  man 

nur  u  =  — ,  V  =  — ,  tv  ^=  —  zu  setzen,  um  solche  Werthe  von 

fl  ^  jU. 

M,  V,  lü  ZU  erlangen,  welche  die  Bedingung  d  (Sl  -\-  0)  erfüllen. 

Es  bleibt  noch  zu  untersuchen,  ob  es  ausser  der  gefundenen 
Lösung  noch  andere  gibt,  d.  h.  ob  ausser  dem  System  (u\  v\  tv') 
noch  ein  anderes  *t",  v",  tv"  vorhanden  sein  kann,  für  welches 
ebenfalls 

0  =  A, 
—  £1  z=  Min. 
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Angenommen,  dies  wäre  der  Fall,  so  müssten  die  Werthe 

u  =■  u"  —  u\ 

V  =  v"  —  v\ 

10  ■=  lo"  —  iv' 

den  Bedingungsgleichungen  genügen 

'dXx      I       ^^y      I      d  Xg    

dx     '      dtj    ~^    dß    ~' 

dY^    ,     dY^        dY,  ^ 

dx    ~^    dy    ~^.     dz 
d  Zx    .     dZy     ,     d  Zz  

dx   '^    dy   '^    dz    ~    ' 
ojX,  +  ßXy-\-  rX,  =  0, 

«r.+ /3r,  + '/Y,  =  0, 

aZo-  -\-  ßZy  -\-   y  Zz  =  0. 

Diese  Gleichungen  sind  aber  dieselben,  die  sich  ergeben  würden, 
wenn  man  die  auf  die  Masse  wirkenden  äusseren  Kräfte  und  die 
auf  die  Oberfläche  ausgeübten  Zug-  und  Druckkräfte  =  0  setzte. 

Es  müsste  also  —  /    /    I  Odxdyds  =  0  sein,  d.  h. 

u"  —  u'  =  a()  -\~  cy  —  &^, 
v"  —  v'  ^=  ha  -\-  az  —  c^, 
lo"  —  lo'  z=  Cq  -\-hx  —  ay. 

Danach  ist  (mit  Rücksicht  auf  den  Schluss  des  vorigen  §.)  die 
Lösung  (m",  v'\  iv")  keine  neue,  sondern  von  der  Lösung  {u\  v\  lo') 
nur  um  solche  Werthe  verschieden,  für  welche 

^x  =^   ^1      yz  ^^^^  ^y  ^^  ^t 

yy  =  0,    z^  =  X,  =  0, 
z,  =  0,    Xy  =  yx  =  0. 


§■  86- 
Transformation  der  rechtwinkligen  Coordinaten.  ' 

Wir  gehen  zu  dem  besondern  Fall  über,  dass  der  Körper  in 
Betreff  der  Elasticität  eine  durchaus  homogene  Constitution  besitzt. 
Dann   darf  die  Function  0  keine  Formänderung  erleiden,  wenn 
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man  von  dem  ursprünglichen  rechtwinkligen  Coordinatensystem  zu 
irgend  einem  anderen  rechtwinkligen  System  mit  demselben  An- 
fangspunkt übergeht. 

Die  neuen  Coordinaten  sollen  mit  a?',  y\  z'  bezeichnet  werden. 
Zur  Transformation  der  Coordinaten  dienen  die  Gleichungen 

(1)  2/  =  «2^'  +  /32^'   +   72^', 

z  =  a^x' -^  ß-^y' -{- nz'. 

Zwischen  den  9  Coefficienten  bestehen  22  Relationen,  die  hier 
zunächst  ins  Gedächtniss  gerufen  werden  sollen. 

Bezeichnet  r  den  Abstand  eines  Punktes  vom  Anfangspunkte 
der  Coordinaten,  so  hat  man 

r2  =  a;2  _p  ^2  ^  ä'2  =  x''^  +  y'^  +  s'^ 
Setzt  man  hier  für  x^  y,  z  ihre  Werthe  aus  (1)  ein,  so  erhält  man 
die  folgenden  6  Gleichungen 

al  +  «I  +  oe|  =  1,         a,  ß,  +  a,  ß,  ^  a,  ß,  =  0, 

ß!  +  ß-!^ßi  =  h      ßin  +  ß^r^.  +  ß-^Y.  =  o, 
r!  +  vi  +  rl  =  i.      ri  o«i  +  72  «2  +  n  «3  =  0. 

Von  den  Gleichungen  (1)  kann  man  leicht  zu  den  folgenden 
gelangen 

x'  =  ciix  -\-  a^y  -\-  cc-iZ, 

(2)  y'  =  ßiOc-{-ß,y-^ß,z, 

z'  =  yix  +  72  2/  +  73  ^■ 

Man  erhält  sie  ohne  weiteres,  indem  man  an  den  unter  (1) 
gegebenen  Ausdrücken  für  x,  y^  z  die  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichungen  (2)  vorgeschriebenen  Operationen  ausführt  und  die 
vorher  gefundenen  6  Relationen  der  Coefficienten  berücksichtigt. 
Die  Gleichungen  (2)  sind  aber  von  ähnlicher  Form  wie  die 
Gleichungen  (1).  Es  treten  also  den  ersten  6  Relationen  die  fol- 
genden an  die  Seite: 

<^i  -f  ß!  +  Ti  =  1^        «1  «2  -\-  ßißi  +  7i  72  =  0, 

'^l   +   A|   +   7l=l,  ^2«3+/52^3+   72  73=0, 

«I  +  ßl  +  rl  =  1,         «3%  +  ß-^ßi  +  73  71  =  0. 
Mit  Hülfe  der  Substitution  (1)  geht  man  von  den  Coordinaten  a;,  ^,  ^ 
zu  den  neuen  Coordinaten  x\  y\  s'  über.    Die  Determinante  dieser 
Substitution  möge  mit  R  bezeichnet  werden,  also 
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jR  =    Wi     ßi     yi 

«2      ß2      7-2 

«3     ßz     Yz 

Die  Substitution  (2)  führt  von  den  Coordinaten  x\  y\  s'  zu  den 
Coordinaten  x,  y,  s.  Die  Determinante  der  Substitution  ist  eben- 
falls i2,  nemlich 


«1 

«2 

«3 

ßy 

ß. 

ßz 

Yi 

72 

Yz 

Geht  man  nun  mit  Hülfe  der  Substitution  (1)  von  den  Variabein 
X,  y,  z  zu  x\  y\  z'  über  und  dann  mit  Hülfe  der  Substitution  (2) 
von  x\  y\  z'  wieder  zu  x^  y.,  z,  so  ist  das  Resultat  dasselbe,  als  ob 
man  direct  die  Substitution  angewandt  hätte 

x=l.x-\-0.y-\-0.z, 
y  =  0  .  X  ^  1  .y  ^  0  .  z, 
z^^O.x-^O.y-^l.z, 
und  die  Determinante  dieser  Substitution  ist  =  1,  nemlich 

1      0     0 

0      1     0 

0     0     1 

Gelangt  man  aber  durch  zwei  aufeinander  folgende  Substitutionen 
von  einem  System  von  Variabein  zu  einem  zweiten  und  von  da  zu 
einem  dritten,  so  ist  das  Product  der  beiden  Substitutions-Deter- 
minanten gleich  der  Determinante  der  Substitution,  welche  direct 
von  dem  ersten  System  von  Variabein  zu  dem  dritten  führt.     In 


+  1. 


Dies  ist  die  dreizehnte  Relation.  Die  übrigen  9  findet  man 
folgendermaassen.  Löst  man  das  System  (1)  nach  x\  y\  z'  auf  und 
vergleicht  das  Resultat  mit  (2),  so  ergibt  sich 


unserm  Falle  gibt  das  R  . 

R=l, 

d. 

R  = 

«1     ^1 

Yi 

«2       ß2 

Y2 

«3        ßz 

Yz 
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Wi    =  -R 


1 

E 

ß2 

r-2 

ßs 

Yz 

1 

E 

ßz 

fz 

ßl 

?i 

""^^E 


ßl    Yi 

ß-2      Y2 


''-i 

72 

a, 

rs 

a, 

..=1 

Tä 

a-i 

7i 

«1 

ßz  = 


1 

E 

Ti 

CCy 

72 

CC.2 

n 


Y2  =  -n 


Ys  = 


1 

E 

«2 

ß2 

«3 

ßz 

1 

E 

«3 

ßz 

«1 

ßl 

1 

E 

«1 

ßi 

«2 

ß2 

Und  dieses  sind,  wenn  man  beachtet,  dass  JR  =  +  1  ist,  die 
letzten  9  Relationen. 


87. 


Körper  von  homogener  Constitution, 
der  Function  ^. 


Besondere  Form 


O  ist  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  von  den  sechs 
Grössen 


(1) 
(2) 
(3) 


Xx  — 


Vy 


du 
dx' 

dv 

dw 

d0' 


(4) 

y^ 

dv  .dtv 
~~  ds  ^  dy' 

(5) 

Sx 

dw  ,  du 
~  dx'^  dz' 

W       ''y  —  ^y^'dx 


Durch  Einführung  der  neuen  Coordinaten  wird  bewirkt,  dass 
in  dem  Ausdrucke  für  ^  sechs  neue  Grössen 


(1') 
(20 


Xx'  — 


yy 


(4') 

(5') 
(6') 


y^'  —  dz'  "+"  dy" 


dio'    ,    du' 

dx'^d^'- 

du'    |_  dv' 

dy'  '^  dx' 


dx" 

dv' 
dy" 

ro'\      z',  —  — 

auftreten  und  es  wird  —  da  die  ersten  sechs  Grössen  linear  und 
homogen  durch  die  letzten  sich  ausdrücken  lassen,  —  auch  der 
neue  Ausdruck  für  0  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  von 
den  letzten  6  Grössen  sein.  Es  fragt  sich  nun,  von  welcher  Form 
der  ursprüngliche  Ausdruck  von  ^  sein  müsse,  damit  der  neue 
Ausdruck  in  derselben  Form  wieder  erscheine. 
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Um  diese  Frage  zu  untersuchen,  wollen  wir  zunächst  die  posi- 
tiven Axen  der  x'  und  der  y'  resp.  mit  den  positiven  Axen  der  x 
und  der  y  zusammenfallen  lassen,  dagegen  die  positive  Axe  der  z' 
mit  der  negativen  Axe  der  z.  Dadurch  geht  nur  ^  in  —  z'  und 
%{)  in  —  %{}'  über.     Es  vdrd  also 

Xx  ^x't  Ijz  Vz'i 

Vy  ~^  yy'i         ^x  ^^^=        ^x'-) 

^  c     '    c  I  'y     ^  , 

Soll  demnach  in  dem  Ausdrucke  für  0  keine  Formänderung 
vor  sich  gehen,  so  darf  keine  der  Grössen  (1),  (2),  (3),  (6)  mit  (4) 
oder  mit  (5)  multiplicirt  vorkommen. 

Wir  legen  zweitens  die  positiven  Axen  der  ^'  und  der  x'  resp. 
in  die  positiven  Axen  der  z  und  der  x^  dagegen  die  positive  Axe 
der  y'  in  die  negative  Axe  der  xj.  Dann  hat  man  nur  in  (4)  und 
(6)  die  Vorzeichen  zu  ändern,  um  resp.  (4')  und  (6')  zu  erlangen. 
Die  übrigen  Grössen  bleiben  ungeäudert.  Soll  also  ^  nach  Ein- 
führung der  neuen  Variabein  in  derselben  Form  wieder  auftreten 
wie  vorher,  so  darf  keine  der  Grössen  (1),  (2),  (3),  (5)  mit  (4)  oder 
(G)  multiplicirt  sein. 

Es  mögen  ferner  die  positiven  Axen  der  y'  und  der  z'  resp.  mit 
den  positiven  Axen  der  y  und  der  z  zusammenfallen,  aber  die  positive 
Axe  der  x!  mit  der  negativen  Axe  der  x.  Dann  bleiben  die  Grössen 
(1),  (2),  (3),  (4)  unverändert,  in  (.5)  und  (6)  hat  man  die  Vorzeichen 
zu  ändern.  Die  Function  0  ändert  in  diesem  Falle  nur  unter  der 
Bedingung  ihre  Form  nicht,  dass  keine  der  Grössen  (1),  (2),  (3),  (4) 
mit  (.5)  oder  mit  (6)  multiplicirt  ist. 

Fassen  wir  die  gewonnenen  drei  Bedingungen  zusammen,  so 
zeigt  sich,  dass  in  dem  Ausdrucke  für  0  nur  die  Quadrate  und  die 
doppelten  Producte  der  Grössen  (1),  (2),  (3)  und  die  Quadrate  der 
Grössen  (4),  (5),  (6)  vorkommen  können. 

Nun  soll  weiter  die  positive  Axe  der  x'  in  die  positive  Axe 
der  y  und  umgekehrt  die  positive  Axe  der  y'  in  die  positive  Axe 
der  X  gelegt  werden,  während  die  positiven  Axen  der  z'  und  der 
z  zusammenfallen.    Dadurch  ergibt  sich 

^x'  ^=^  yy-i      yz'  =  ^x-i 

Vy'  —^  -^xi         Sx<  =  yzi 

"'Z'    •^z-i  '^y    -^l/. 

Folglich  muss  in  ^  das  Quadrat  von  (1)  denselben  Coefficienten 
haben  wie  das  Quadrat  von  (2),  das  Quadrat  von  (4)  denselben 
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Coefficienten  wie  das  Quadrat  von  (5)  und  das  Product  von  (1) 
und  (3)  denselben  Coefficienten  wie  das  Product  von  (2)  und  (3). 
Entsprechende  Bedingungen  ergeben  sich,  wenn  man  unter 
Beibehaltung  der  x  oder  der  y  die  beiden  anderen  Axen  vertauscht. 
Fasst  man  auch  hier  die  Bedingungen  wieder  zusammen,  so  zeigt 
sich,  dass  überhaupt  nur  drei  Coefficienten  auftreten,  nemlich 
der  erste  gemeinschaftlich  für  die  Quadrate  von  (1),  (2),  (3),  der 
zweite  gemeinschaftlich  für  die  doppelten  Producte  von  je  zweien 
der  Grössen  (1),  (2),  (3)  und  der  dritte  gemeinschaftlich  für  die 
Quadrate  von  (4),  (.5),  (6).    Danach  ist 

'^     [\d  2  ^  dy  J  ^Kd  x~^  d  ^J  ^\d  y'^  d  x)  i' 
wofür  man  auch  schreiben  kann 

- = Kii + s + w+ ''  my+ (^y+ Qiy\ 

Wir  haben  nun  noch  das  Coordinatens3'^stem  beliebig  um  den 
Anfangspunkt  zu  drehen.  Legen  wir  die  positive  ^'-Axe  in  die 
positive  0-Axe  und  setzen  fest,  dass  die  positiven  Axen  der  x'  und 
der  X  einen  Winkel  cp  einschliessen  sollen,  so  ist 

x'  =  X  cos  (p  -\-  y  sin  9),  u'  =  u  cos  tp  -\-  v  sin  (p, 

y'  =  —  X  sin  cp  -\-  y  cos  g),     v'  =  —  u  sin  (p  -\-  v  cos  9?, 

g'  =  S,  IV'  =:  W, 

u  =z  u'  COS  (p  —  v'  sin  7?, 
tii  =  u'  sin  (p  -\-  v'  cos  (p, 
w  =  w'. 
Daraus  berechnen  wir 

,, .      8 M        du'  ^      /du'       d  v'\    .  ,    dv'    . 

(1)  K—  =  ^—7  cos  (p^  —  (  ^—7  +  ;—-f   sm  cpcosrp  +  ^r"?  ^^^  ^  ■> 
^  ■'     dx        dx'       ^        \dy     '    dx'J       ^       ^    '    öy        ^ 

.^.     dv        du'    .      ^  .  /du'    .    dv'\    .  .    d  v'  „ 

(2)  —-=  --f  stn(p^-\-{^-,  -\-  ^-,)  sm  cpcoscp  -f-  k— ,  cos  92 
^  ^     dy       dx        ^     ^   \dy     ^    dx  J  ^    ^    d  y 

.„.     dw dw' 

^"^^    d^  —  d7' 
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,,.  dv    {-  dw        /dw'    ,    du'\    .  ,    /dv'    ,    dw'\ 

(^)  5 r  ^s—  =  (  ^->  +  5—7    szn  (p  -h    ^-—,  -f-  ^r—,    cos  (p, 

,_.  div    .    du        /div'    ,    du'\  /d  v'    .    dio'\    . 

(5)  — -  -^  -—  =  (  -— ^  _p        )  cos  qD  —  ( ^^  -f-  ^— ; )  s^»^  g), 

dtt.dv        /du'    .dv^     .    ^        .    /du'   .   dv'\       _ 
Man  sieht,  dass  in  dem  Ausdrucke  für  0  das  Glied 

B(p^  +  li  +  ^J£f 

\dx    '    dy        osj 
übergeht  in 

ferner  das  Glied 

und  das  Glied 

^{(ä7+äy)  +  (8y+87)r 

Diese  Glieder  erleiden  also  keine  Formveränderung.   Es  bleibt 
ausser  ihnen  noch  übrig 

^' {(!-:)+ (ii)i+-(ii'+iiy 

oder,  was  dasselbe  ist: 

2  \\dx~^  dy)  ~^\dx       dy)]'^      \dy~^dx)' 
Nun  ist  aber  weiter 

B' (du       dvy_B'  /du'       dv'y 
2  \dx~^  dy)  ~   2\dx''^  dl/)' 
und  deshalb  brauchen  wir  nur  noch  zu  untersuchen,  was  aus  dem 
Beitrage 

2\dx       dy)  ~^      \dy^  dx) 
wird.    Es  findet  sich 

du        dv        /du'        dv'\       ^  /du'    ,    d  v'\    .   ^ 

d^-d^  =  \d^'-di')'''^'^-\d^-^dl')''^^'f'- 
du    .    dv        /du'        dv'\    .   ^       ,   /du'    ,    dv'\ 
dy    ^    dx        \dx'        cy'J  ^    ^   \dy'    ^    dx'J  ^ 
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Soll  also  durch  die  Einführung  der  neuen  Variabein  das  Glied 


l  \dx        oy/     '        \o  y 


2  \dx        dyj  \d  y       d  xj 

keine  Formänderung  erleiden,  so  muss  das  doppelte  Product 

H"  T  +  ^)  W  -  äy)  W  +  8?)^^^^^^^^^'^ 
herausfallen,  d.  h.  es  muss 

gesetzt  werden.     Dann  wird  in  der  That 

K  \(^  _  ?J^ 
2  IVörr        dy. 


K  ic^  _  ?J^^^_l_  c^  _j_  ?J!^^l 


übergehen  in 


f)  '^\dy''^cx')\ 


2  \\dx'        dy'. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  bei  einer  Drehung  des  Coordinatensystems 
um  die  ^-Axe  die  Function  0  keine  Formänderung  erleidet,  wenn 
wir  setzen 


0  =  B 


\dx  ^  dy^  dsj  ^       \\dxj  ^  \dyj  ^  \d^J  j 

'  2  [\d  ^  '  dyJ  '  \dx  '  dyJ  '  \d  y  '  dx/ } 
Dieser  Ausdruck  bleibt  aber  derselbe,  wenn  man  irgendwie  die 
Axen  vertauscht.  Wir  hätten  also  auch  ebenso  gut  um  die  Axe 
der  X  oder  die  Axe  der  y  das  Coordinatensystem  drehen  können, 
ohne  dass  0  eine  Formänderung  erlitten  hätte.  Da  man  aber 
durch  drei  auf  einander  folgende  Drehungen  um  je  eine  Axe  von 
einem  gegebenen  rechtwinkligen  Coordinatensystem  zu  einem 
beliebigen  andern  rechtwinkligen  System  übergehen  kann,  so  ist 
nun  bewiesen,  dass  bei  einem  solchen  Uebergange  die  Function 

0  =  B(x^  +  2/.  +  ^.y  +  ^'(^^  +  yl  +  ^1) 

ihre  Form  nicht  ändert. 

Wir  könnten  dies  auch  noch  nachträglich  verificiren,  indem 
wir  direct  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  des  vorigen  §.  und  ihnen 
entsprechend  die  Gleichungen 
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^^  =  cc^u'  -}-  /Sj  v'  -(-  y^  tv', 
V  =  a^u'  -{-  ß^  v'  -f-  72  w\ 
IV  =  a^u'  -\-  ß^  v'  -j-  73  tv' 

in  die  Keclinung  einführten  und  die  22  Relationen  zwischen  den 
9  Coefficienten  der  Substitution  berücksichtigten. 
Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  Summe 

Wx'^  dy^  dz' 

welche  von  der  Lage  des  Coordinatensystems  unabhängig  ist,  sich 
leicht  geometrisch  interpretiren  lässt.  Geht  nemlich  x^  y,  z  über 
in  resp.  x  -\-  u^  y  -j-  v,  z  -j-  w,  so  haben  wir 


7            \       ^'^  J 

dx  -\-  :^-  dx 
'    dx 

statt  dx^ 

^y^dy'^y 

statt  dy^ 

dz  -Y  7^  dz 

'    dz 

statt  dz 

zu  setzen,  und  während  vorher  das  Volumelement 

*  dx  dy  dz 

war,  ist  es  jetzt 

dxdydzA-  [^ 1-  ^ \-  Tr-^^^äiidz. 

"^         ^    \dx    ^    dy    ^    dzj         ^ 

Die  Producte  der  Grössen  7r-t  rr-->  ^^  unter  einander  können  wir 

dx   dy   dz 

als  unendlich  klein  von  höherer  Ordnung  gegen  die  ersten  Potenzen 
vernachlässigen.    Also  repräsentirt 

du  ^.d  V  ^.    dio 
dxdydz 

die  Dilatation  der  Volumeneinheit,  die  wir  mit  6  bezeichnen  wollen, . 
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§.  88. 

Fortsetzung.     Die  Differentialgleicliungen 
der  Bewegung". 

Für  die  Coefücienten  B  und  B'  in  dem  gefundenen  Ausdrucke 
für  O  mögen  noch  die  gebräuchhcheren  Bezeichnungen  eingeführt 
werden,  nemHch 

B'=ii. 
Dann  haben  wir 

0='^xd^  -^^{xi  +  2/^4-  ^1)  ^\i^{^ß  +  4  +  4), 

und  daraus  können   wir  leicht  nach  §.  82  die  Componenten  der 
elastischen  Kräfte  ableiten.    Es  ergeben  sich 
normal  gegen  das  Körperelement  die  Kräfte 

X.  =  Aö  +  2^|f, 

r,  =  AÖ  +  2^|^, 

Z,  =  AÖ  +  2f.||; 
tangential  gegen  das  Körperelement  die  Kräfte 

Y,    =     Zy     =     }l[- [-     ^-), 


^' =  ^' =  f' (.8^  +  8^> 


Die  Difierentialgleichungen  der  Bewegung  sind  in  §.  79  unter 
(1)  aufgestellt.  Es  ist  leicht,  die  einfachere  Form  zu  finden,  die 
sie  für  das  hier  vorliegende  Problem  annehmen.     Wir  erhalten 

8X^  _    8Ö  ,     02 ^        ent 


02/  "^  o^ß    '    ^02/8^' 

^X^  02  m  02iy 

^0^-  ^072  +  ^070^' 
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und  daraus  durch  Addition 

dx    '^    dij    ~^    ds    ~     dx'^^ydx'^'^  dtß  ^  d^y 

\dxdydz) 


dx 


wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird.  Entsprechende  Ausdrücke  ergeben  sich  für  die  in 
der  zweiten  und  dritten  Bewegungsgleichung  vorkommenden  elasti- 
schen Componenten.  Demnach  haben  wir  jetzt  für  die  Bewegung 
die  Differentialgleichungen 

und  dazu  lauten  die  Bedingungen  für  die  Oberfläche 

«X,     +     ßXy    -^     yZ,     +     5-    =     0, 

(2)  ocY,-^  ßYy^yY.^H=0, 

aZ,^  ßZy^yZ,^  Z  =  0. 

Zur  Vereinfachung  der  Rechnung  lässt  sich  die  Aufgabe  de-' 

componiren.     Wir  suchen  nemlich  zunächst  die  Functionen  u\  v', 

tu'  so  zu  bestimmen,  dass  sie  den  partiellen  Differentialgleichungen 

d^u'  d^v'  d-iü' 

(1)  genügen,  wenn  -^  =  0,    -^  =  0,    -^j^  =  0  gesetzt   wird. 

Hierauf  kommt  es  noch  auf  die  Functionen  u'\  v'\  to"  an,  welche 
ebenfalls  den  partiellen  Differentialgleichungen  (1)  Genüge  leisten, 
jedoch  so,  dass  darin  X'  =  Y'  =  Z'  =  0  ist.    Dann  ist 

ti  =  u'  -\-  u'\ 

V  =  v'  -\-  v",  m 

to  =  tv'  -|-  to" 

Kiemann.    Partielle  Differentialgleicliungen.  jg 
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die  allgemeine  Lösung,  und  diese  ist  dann  noch  rücksichthch  der 
Oberfläche  an  die  Bedingungen  (2)  geknüpft. 

Wir  wollen  nun   dazu  übergehen,   einige   einfache  Fälle  zu 
behandeln. 


III.     Anwendung  der  allgemeinen  Theorie  auf 
besondere   Fälle. 

§•  89- 
Aufgabe. 

Auf  die  Oberfläche  eines  Körpers  von  beliebiger 
Grestalt,  der  von  keinen  beschleunigendenKräften  getrie- 
ben wird,  soll  eine  allenthalben  gleiche,  normal  gegen 
die  Oberfläche  gerichtete  Druckkraft  einwirken. 

Wir  bezeichnen  die  Druckkraft,  welche  auf  das  Flächen- 
element  d  6  ausgeübt  wird,  mit  Pdö.  Ihre  Riclitung  fällt  in  die 
von  aussen  nach  innen  gezogene  Normale.  Folglich  sind  die  Com- 
ponenten 

Sdö  =  aPdö, 

Hd6  =  ßPd6, 
Zdö  =  yPdö. 
Der  Körper  bleibt  stets  seiner  ursprünglichen  Gestalt  ähnlich. 
Alle  Theile  werden  proportional  zusammengedrückt.  Daher  können 
wir  setzen 

V  =  —  a'y, 

tv  =  —  a's. 
Dazu  dürfen  wir,  wie  früher  (§.  84)  bemerkt  ist,  noch  Ausdrücke 
von  der  Form 

ti  =  ÜQ  -\-  c  y  —  h  ^, 

V  =  bo  -\-  a  z  —  cx^ 

tu  =  Co  -\-  hx  —  ay 
hinzufügen,  ohne  dass  die  partiellen  Differentialgleichungen  dadurch 
beeinflusst  werden.     D.  h.  man  kann  den  Körper  um  die  Strecken 
<*o»  ^0?  Co  parallel  den  Axen  verschieben  und  unendlich  wenig  um 
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die  Axen  drehen,  ohne  dass  dadurch  die  elastischen  Kräfte  geän- 
dert werden.  Das  Gleichgewicht  kann  also  in  jeder  Lage  des  Kör- 
pers stattfinden. 

Wir  erhalten  nun 

e  =  —  3a', 
X,,  =  —  a'  (3  A  +  2  ^), 
Yy  =  —  a'  (3  A  -f-  2  ft), 
Z,  =  —  a'  (3  A  -f  2  ^). 

Die  tangential  gegen  ein  Körperelement  wirkenden  Componenten 
sind  =  0.  Es  finden  also  nur  normale  elastische  Kräfte  statt,  und 
zwar  normal  gegen  jedes  Flächenelement,  da  das  System  der  Coor- 
dinatenaxen  beliebig  ist.  Dies  gilt  auch  für  die  Oberfläche.  In 
dieser  müssen  die  elastischen  Kräfte  dem  Druck  das  Grleichgewicht 
halten.     Also  ist 

P  —  a'  (3  A  -f-  2  /i)  =  0, 
und  danach 


f)  = 


3A  -f  2fi' 
-  3P 


3A  4-  2^ 

Der  cubische  Compressibilitätscoefficent  ist 

3 


und  der  lineare 


3A  -f  2fi 


.  3  A  -|-  2  (it 

§•  90. 
Aufgabe. 

Auf  die  Basis  eines  Cylinders,  dessen  Mantel  parallel 
der  0-Axe  liegt,  soll  eine  Zugkraft  wirken,  die  für  die 
Flächeneinheit  =  P'ist. 

Dann  haben  wir 

u  =  —  ax,  V  =  —  «^5  w  =  CS!, 

0  =  c  —  2  a. 

16* 
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Hieraus  ergibt  sich 

Xx  =  l(c  —  2  a)  —  2(1  a, 
Yy  =  X(c—2a)  —  2^a, 
Zz  =  X{c  —  2  a)  -(-  2  fi  c. 

Die  tangentialen  Componenten  sind  =  0. 

Da  keine  äusseren  Kräfte  wirken  und  nur  ein  Zug  parallel 
der  ^-Axe  ausgeübt  wird,  so  ergibt  sich  aus  den  Oberflächen- 
Bedingungen 

X,    =     0,  Yy    =    0, 

d.  h. 

2a  =  -. — ■: 

A  -f  ^ 

Für  die  Basis  des  Cylinders  falle  die  von  aussen  nach  innen 
gezogene  Normale  mit  der  positiven  Richtung  der  ^-Axe  zusammen. 
Dann  ist  «  =  0,  /3  =  0,  y  =  1.  Die  Zugkraft  Fdö  hat  die  Rich- 
tung der  negativen  ^-Axe,  d.  h.  es  ist 

Hdö  =  0, 
Zdö  =  —  Fdö. 

Auf  das  Flächenelement  d  ö  der  Basis  wirkt  die  elastische  Kraft 

_A2_ 


Z.dd  =  c(k-]-  2(1  —  j  d 6 


3/1  +  2«  , 
=  eil  — -. — d  6. 

A  -|-  ^ 

Folglich  ist 

'     r?  3A  -j-  2iu 

und  daraus  findet  sich 


-0+:-) 


3A  -\-  2^1 
Der  Elasticitätscoefficient  ist  also 


3A  -f  2^ 

Poisson  hat  durch  besondere  Hypothesen  über  die  Constitu- 
tion der  Körper   und    über   das  Gesetz   der  Molecularanziehung 
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die  Relation  A  =  ^  abgeleitet,  die  durch  die  Erfahrung  nicht  be- 
stätigt ist. 


§•  91- 
Aufgabe. 

Auf  den  zur  ^-Axe  parallelen  Mantel  eines  Cylinders 
soll  eine  constante  Zugkraft  wirken,  die  für  das  Flächen- 
element  =  Fdö  ist. 

Die  auf  dem  Flächenelement  d  6  des  Cjlindermantels  von 
aussen  nach  innen  gezogene  Normale  steht  rechtwinklig  auf  der 
Richtung  der  ^-Axe,  folglich  ist  y  =  0.  Die  Zugkraft  fällt  in  die 
nach  aussen  gezogene  Normale,  ihre  Componenten  sind  also 

!üld6  =  —  aFdö, 
Hdö  =  —  ßFdö, 
Zdö  =  0. 

Wir  haben  hier  zu  setzen 

u  =r  ax,  V  =  ay,  tv  =  —  C0. 

Daraus  ergibt  sich 

6  =  2a  —  c, 
X^  =  l(2a  —  c)  ^  2fia, 
Ty  =  k(2a  —  c)  -\-  2  ft  a, 
Z,  =  k(2a—c)  —  2iic. 

Die  tangentialen  Componenten  sind  =  0.    Für  die  Basis  haben  wir 
S  =  H=Z  =  0,  a  =  ß  =  0,  y=l,  folglich 

Z,  =  0, 
d.h. 

_     2al 
^  ~T^p2jl' 
Daraus  geht  hervor 

Die  beiden  ersten  Oberflächen -Bedingungen  für  den  Mantel 
geben  dann 

.  2a^(3A  +  2fi) 

A  -f  2  u 
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wonach  der  Ausdehnungscoefficient 

a  A  -f-  2  fi. 


wird. 


F~2^(3A-f2ft) 


§.  92. 
Aufgabe. 

Wir  betrachten  den  einfachsten  Fall  der  Torsion  eines  Cy- 
linders.  Die  Axe  des  Cylinders,  in  welche  die  ^-Axe  des  Coor- 
dinatensystems  gelegt  werden  mag,  soll  auch  die  Axe  der  Torsion 
sein,  d.  h.  alle  in  ihr  gelegenen  Punkte  sollen  unter  der  Einwir- 
kung der  Torsionskräfte  keine  Verschiebung  erfahren.  Um  diese 
Axe  herum  soll  eine  unendlich  kleine  Verdrehung  stattfinden,  die 
für  einen  zur  Axe  rechtwinkligen  Querschnitt  constant  und  dem 
Abstände  dieses  Querschnittes  von  der  xy -'Ebene  proportional 
genommen  werde. 

Demgemäss  haben  wir  zu  setzen 

u  =  —  (oy^, 

V  =  CO  x^, 

IV  =  0, 
wenn  a  die  unendlich  kleine  Drehung  bezeichnet,  welche  in  dem 
Querschnitte  0  =  1  stattfindet  (Fig.  36). 

Daraus  findet  sich 


du 

dx 

= 

0, 

dv  _ 
dy~ 

e 

=  0, 
=  0, 

diu 

0, 

X, 

= 

0, 

Yy-~ 

=  0, 

z.= 

0, 

Y, 

= 

z. 

=  ^ 

G3X, 

^x 

z= 

X. 

=  - 

-  ftra 

y^ 

Xy 

= 

r. 

=  0. 

Die  partiellen  DiiFerentialgleichungen  für  das  Innere  sind  da- 
durch erfüllt.  Für  die  Oberfläche  haben  wir  Folgendes  zu  beachten. 
Nehmen  wir  zunächst  die  Mantelfläche  des  Cylinders,  so  steht  die 
auf  irgend  einem  Element  von  aussen  nach  innen  errichtete  Nor- 
male rechtwinklig  auf  der  Richtung  der  ^-Axe,  also  ist  7  =  0.  Die 
Gleichungen  (2)  des  §.  88  ergeben  danach 
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S   =     -     aX^    -     ßXy     -     0     .     X,    =    0, 

H=  -  ccY,-  ßYy-0  .  r,  =  0, 

Z  =  —  Ci  Zx  —  ß  ^y  —  0.    Zz  =  oi^coy  —  ßflCOX. 

Soll  die  letzte  Componente.  der  auf  die  Mantelfläche  wirken- 
den Kraft  ebenfalls  =  0  sein,  so  haben  wir  für  a  und  ß  die  Bedin- 
gungsgleichung 

ay  —  ß  X  =  0, 

oder,  wenn  in  der  a:;^- Ebene  Polarcoordinaten  r  und  cp  eingeführt 
werden 

a  sin  cp  —  ß  cos  q)  ^  0, 

d.  h.  der  auf  der  ^-Axe  rechtwinklige  Querschnitt  muss  ein  Kreis  sein. 
Betrachten  wir  für  diesen  Fall  noch  die  Endflächen  des  Cy- 
linders,  also  zwei  Ebenen 

2  ==  Si,        ^  =  0. 

Für  die  erste  dieser  beiden  Ebenen  fällt  die  ins  Innere  des 
Körpers  gezogene  Normale  mit  der  Richtung  der  negativen  ^-Axe 
zusammen,  es  ist  daher  a  =  0,  /3  =  0,  y  =  —  1.  Die  Gleichungen 
(2)  des  §.  88  liefern  als  Componenten  der  auf  die  Endfläche  wir- 
kenden Kraft 

S  =  —  ^ay, 

H  =        ^ax, 

Z=        0. 

Für  die  zweite  Endfläche  fällt  dagegen  die  ins  Innere  des 
Körpers  gezogene  Normale  in  die  Richtung  der  positiven  ^-Axe, 
d.  h.  es  ist  a  =  0,  /3  =  0,  7  =  1.  Folglich  erhalten  wir  für  diese 
Endfläche 

S  =       iicoy, 

H  =  —  ^(ox,  ' 

Z=        0. 

Daraus  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  die  beiden  Endflächen 
durch  entgegengesetzt  gleiche  Kräftepaare  in  Anspruch  genommen 
werden. 

In  einem  Querschnitte,  dessen  Abstand  von  der  Ä;^-Ebene  =  ^ 
ist,  findet  eine  Verdrehung  um  den  Winkel  cos  statt.  Dabei  ist 
jedoch  zu  beachten,  dass  die  ganze  Betrachtung  unendlich  kleine 
Verschiebungen  voraussetzt.  Ist  nun  die  Länge  des  Cylinders  sehr 
gross  im  Verhältniss  zum  Radius  des  Querschnittes,  so  können  die 
Verdrehungen  eine  endliche  Grösse  erlangen,  ohne  dass  die  Tor- 
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sion  (d.  h.  die  Dilatation  und  die  Compression  der  einzelnen  Mole- 
küle) aufhört  unendlich  klein  zu  sein.  Dann  gelten  unsere  Glei- 
chungen ohne  weiteres  nicht  mehr.  Wir  können  aher  diesen  Fall 
auf  den  hier  betrachteten  zurückführen,  indem  wir  den  Cylinder 
durch  Querschnitte  in  solche  einzelne  Stücke  zerlegen,  deren  Höhe 
zum  Eadius  des  Querschnittes  in  endlichem  Verhältniss  steht. 

Lame  hat  hier  eine  Lücke. 

Man  vergleiche  über  dieses  Problem  den  Aufsatz  von  Kirch- 
hof f  in  Borchardt's  Journal  Bd.  56. 


§.93. 
Schwingungen  einer  gespannten  Membran. 

Wir  wenden  uns  zu  der  Betrachtung  der  Schwingungen 
einer  gespannten  Membran  von  constanter  Dicke.  Die  Mem- 
bran ist  ein  Cylinder  von  unendlich  kleiner  Höhe,  dessen  Mantel 
parallel  zur  ^-Axe  ist.  Der  in  halber  Höhe  durchgelegte  Quer- 
schnitt soll  mit  der  ^ «/-Ebene  zusammenfallen. 

Auf  den  Cylindermantel  wirkt  eine  constante  Zugkraft,  die  für 
das  Flächenelement  =  Fd  6  ist.  Für  die  Ruhelage  können  wir 
also  auf  den  §.91  zurückgehen  und  erhalten 

XI  =  F,      r«  =  z«  =  0, 

Y y    =    t,  Zl  X    =    Xz    =     0, 

Z^  =  0;       X'y  =  Yl  =  0. 
Uo  =  ax,        Vo  =  ay,        'Wq  =  —  c  ^, 

2aA  FX 


A  -^  2  ^        itx  (3  A  -f  2  fi) 

Die  Kraft  F  soll  so  gross  sein,  dass  bei  der  Bewegung  die 
elastischen  Kräfte  nur  unendlich  wenig  von  denen  bei  der  Ruhe- 
lage abweichen. 

Für  die  Bewegung  gelten  die  partiellen  Differentialgleichungen 
(1)  des  §.  88  und  die  Oberflächen -Bedingungen  (2).  Betrachten 
wir  nun  die  beiden  freien  Oberflächen  der  Membran,  d.  h.  die  End- 
flächen des  Cylinders,  so  ist  für  diese  S  =  H=Z=Q.  Ferner  sind 
«,  /3,  y  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  von  einem  Oberflächen- 
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element  nach  dem  Innern  der  Membran  gezogene  Normale  mit  den 
Coordinatenaxen  einschliesst.  Diese  Normale  steht  rechtwinklig 
auf  jedem  Linienelement  ds,  das  durch  ihren  Fusspunkt  geht  und 

in  der  Oberfläche  liegt.     Nun  sind  aber  ■^,  -r^,  ^  die  Cosinus 

ds    ds    ds 

der  Winkel,  welche  das  Linienelement  ds  mit  den  Goordinaten- 

richtungen  bildet.    Wir  haben  also 

adx  -^  ßdy  -\-  ydiv  =  0, 
ferner 

7  dtv   T       ,    dw  ^ 

dw  =  7^  dx -j- —- dy 
dx  ^    dy     ^ 

und 

«2  -f-   /32  -f-  y2  ==    1. 

Daraus  ergibt  sich 

~  dx 


V^ 

./divy./dwy 
'^\dxj  '^\dy) 

j_d  tu 
—  dy 

v^ 

ß  = 


Hiernach  gehen  die  drei  Gleichungen  für  die  Oberfläche  in 
folgende  über 

-y   div    .    „  dw       ^ 

^^  ei  +  ^^  e^  ~  ^^  -  ^' 

^''dx^^^dy       ^^-^^ 

dx    ^  dy 

Wir  erhalten  also,  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen,  die  ver- 
nachlässigt sind, 

dy 
Z,  =  0. 
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Die  dritte  der  Bewegungsgleiclmngen  geht  über  in 

Als  Nebenbedingungen  des  Problems  haben  wir  folgende  zu 
beachten.     Es  ist 

(2)  «(;  =  0  in  der  Umgrenzung  der  Membran, 

(3)  w  =f(x^y)         für  t  =  0, 


§.  94. 

Rechteckige  Membran.    Knotenlinien. 

Es  sei  speciell  die  Membran  ein.  Rechteck.      Ein  Punkt  im 
Innern  sei  an  die  Ungleichungen  geknüpft 

a  ^  X  '^  0, 
b>y>0. 

F 

Wir  setzen  zur  Abkürzung  —  =  c^.    Dann  lautet  die  Aufgabe: 

Q 
Eine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 

zu  finden,  welche  den  Nebenbedingungen  genügt 

(2)  w  =  0  für  X  =  0  und  x  =  a^ 

„    y  =  0    „     y  =^b; 

(3)  w  =f{x,y)     „     t  =  0; 

(4)  ^^^=F(x,y)    „     t  =  0. 

Als  particuläre  Lösung  von  (1)  nehmen  wir 

iV  =  ßO-'^  +  ßy  +  yf, 
Dadurch  wird 

Es  muss  also  zwischen  «,  /3,  y  die  Relation  stattfinden 
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Diese  Relation   ist  von  dem  Vorzeichen  der  Grössen  a,  ß,  y 
unabhängig.    Daher  ist  auch 

tu  =  (pe'^^  -f~  g.e~°-'')  (pi  e^y  -\-  qi  e-^v)  (ey*  ±  e-y*) 
eine  particuläre  Lösung,  wenn  w'^,  ß"^^  y^  an  die  eben  gefundene 
Relation  geknüpft  sind. 

Damit  tv  =  0  werde  für  x  :=  0,  muss  q  ==  —  p  sein.     Soll 
ferner  tv  =  0  werden  für  x  =  a,  so  hat  man 

g2aa  __   1^ 

d.  h.  

MTtV — 1 

a 

zu  setzen  und  für  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  zu  nehmen. 
Ebenso  ergibt  sich  aus  den  Bedingungen: 

«ü  =  0         für  y  =  0, 
IV  =  0  „    tj  =  b, 

dass  man 

Qi  =  —  Pu 

a  nnV — 1 

^  ~~~h 

setzen  muss  und  für  n  eine  beliebige  ganze  Zahl  zu  nehmen  hat. 
Dadurch  erhalten  wir 


und  es  sind 


.      mitX      .      YbTl 

w  =  sm stn 


.    mnx    .    nitii    .         ,  1 /m^    ,    n^ 

w  =  sm sm  — ~  sm  CTtt  \/  —-  -{-  r— 

a  0  Y    a^    '    0^ 

particuläre  Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichung  (1),  die 
den  Bedingungen  (2)  Genüge  leisten.  Als  allgemeine  Lösung  er- 
gibt sich  daraus 


(I)  ^^  =  22«^"' 


sm sin  — ~ 


-^J^ni.fl   ^^O  (y 


,1  /m'^   ,   n^' 


Viiyi'2  1^2 


Nun  sind  noch  die  Bedingungen  (3)  und  (4)  zu  befriedigen. 
Zu  dem  Ende  beachten  wir,  dass  für  ^  =  0 
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iv  =  ^  ^  Ani,n  sin stn  —j^ 


wird.  Aus  der  Bedingung,  dass  der  erste  dieser  Ausdrücke  =  f{x^  y\ 
der  andere  =  F  {x^  y)  sein  muss ,  ergeben  sich  dann  leicht  die 
Coefficienten  An^n  und  Bm,ni  indem  man  nach  Fourier  die  Func- 
tionen/(ic,^)  midi  F{x^y)  in  trigonometrische  Doppebeihen  ent- 
wickelt.    Man  erhält 

a      h 

A             ^     r  r ^r-^     \    ■    ''^'^'^    .    nn^  -..  -. 
Am,n  ^=  ~T   /     /  7  (''')  i"-)  s^^*  Sin     ,      dldyi, 

0        0 

ai) 

a  h 

4:  /^         /^  TflTtA  ^  7t  U/ 

Bm^n= =^     /        /    F(^,^)sin sm — j-^dkd(i. 


Sind  die  Bedingungen  für  den  Anfangszustand  so  beschaffen, 
dass  die  Reihe  (I)  nur  ein  bestimmtes  m  und  ein  bestimmtes  n 
enthält,  so  ist 


die  Schwingungsdauer. 

Unter  derselben  Voraussetzung  können  Knotenlinien  ent- 
stehen, d.  h.  Linien,  in  denen  immer  lo  =  0  ist.  Wenn  nemlich  m 
oder  n  oder  beide  grösser  sind  als  1,  so  ist  iv  =  0  für 

a      2  a  (m  —  l)a 

<Xx     —  ,  ,  , 

in       m  m 

_h_       2b  (n  —  l)b 

n''      n  ''  n 

Die  Knotenlinien  laufen  also  den  Kanten  der  Membran  parallel 
und  zerlegen  das  Rechteck  in  congruente  Bestandtheile. 


§.  95.     Quadratische  Membran.  253 

§.  95. 
Fortsetzung.    Quadratische  Membran. 

Die  eben  betrachteten  Knotenhnien  sind  die  einzigen,  wenn 
das  Verhältniss  a^  :  h"^  irrational  ist.  Ist  dasselbe  aber  rational, 
so  können  noch  andere  Knotenlinien  auftreten.  Der  einfachste 
Fall  ist  der  des  Quadrates,  wenn  also  a  =  h  ist.  Dann  liefert  ein 
Doppelglied  der  Reihe,  worin  m  und  n  je  einen  bestimmten  Werth 
haben,  die  Schwingungsdauer 

rp 2 «         2  a 

cVni'^  -\-  n^         cVr 

wenn  Vni'^  -|-  n-  =  Vr  gesetzt  wird.    Dieselbe  Schwingungsdauer 
kann  aber  noch  von  anderen  Gliedern  herrühren,  wenn  nur 

m2  -\-  n^  =  m{  -f-  w/  =  »w|  -\-  n.j  ■=  ■  •  • 
ist.     Es  entsteht  also  die  Frage,  in  welchen  verschiedenen  Weisen 
dieselbe  Zahl  r  sich  als  Summe  von  zwei  Quadraten  darstellen  lasse. 
Um  diese  Frage  beantworten  zu  können,  müssen  wir  an  einige  Sätze 
aus  der  Zahlentheorie  erinnern. 

Jede  reelle  Zahl  lässt  sich  nur  auf  eine  Weise  in  reelle  Prim- 
factoren  zerlegen.  Jede  reelle  Primzahl  von  der  Form  4»^  -)-  3 
ist  auch  complexe  Primzahl,  und  jede  reelle  Primzahl  von 
der  Form  4rt  -}-  1  lässt  sich  in  vierfacher  Weise  in  zwei  com- 
plexe Primfactoren  zerlegen,  nemlich  (+  w  -f-  /^  0  (i  c«  —  ß  i)  und 
(+  /3  -j-  a  ^)  (+  /3  —  ai).  Die  reelle  Primzahl  2  enthält  die  complexen 
Primfactoren:  \  -[-  i  und  1  —  «,  oder  auch  —  1  -j-  «  und  —  1  —  i,^ 
wenn  i  =  V —  1  gesetzt  wird.  Für  unsern  Zweck  kommt  nur 
eine  Zerlegung  in  Betracht. 

Soll  nun  die  reelle  Zahl  r  überhaupt  eine  Summe  von  zwei 
Quadraten  sein, 

r  =  m^  -\-  w^, 
so  kann  man  sie  in  Form  des  Productes  darstellen 

r  =  (m  -\-  ni)  (m  —  ni) 
und  jeden  der  beiden  complexen  Factoren  in  seine  Primfactoren 
zerlegt  denken.    Es  sei 

m  -\-  ni  ^  (k  -\-  ß  ly  (oCi  -|-  ß^  i)h  .  .  .  q^  .  q^^  .  .  . 
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und  Ä',  Jcy,  .  .  .  p^  2h  •  ■  •  mögen  absolute  ganze  Zahlen  bedeuten. 
Dann  ist 

m  —  ni  =  (a  —  ß  ly  («i  —  ß^  i)^^  .  .  .  q^  .  q{^  .  .  . 

Darin  bezeichnen  q,  qi  .  .  .  die  reellen  Primfactoren  von  der  Form 
4:n  -\-  B.  Man  sieht,  dass  jeder  derselben  in  r  nur  in  gerader  Po- 
tenz vorkommt,  wenn  r  als  Summe  von  zwei  Quadraten  sich  dar- 
stellen lässt. 

Die  wirkliche  Herstellung  der  complexen  Primfactoren  von  r 
geschieht  in  folgender  Weise.  Man  zerlegt  r  in  seine  reellen  Prim- 
factoren und  erhält  dadurch  die  Gleichung 

r  =  («2  -f  ß^f  («2  _^  ß2y,  .  .  .  q^P  .  q\Pi  .  .  . 

In  diesem  Product  sind  a-  -f-  /52,  cc^  -j-  ß^,  .  .  .  Primfactoren,  die 
nicht  unter  die  Form  4w  -j-  3  fallen,  dagegen  q-,  qi  .  .  .  Primfac- 
toren von  der  Form  4w  -(-  3.  Die  ersteren  sind  leicht  in  ihre 
complexen  Primfactoren  zerlegt,  so  dass  wir  dann  in  dem  Producte 

r  =z  (ci -\-  ß i)^ (a  —  ßi)^(cci  -\-  ßiiY^{a^  —  ßiiy^^  . . .  q^P  .  p\P^  . .  . 

jeden  einzelnen  Factor  kennen. 

Hierauf  bilden  wir  ein  Product,  worin  Ämal  der  zweideutige 
Factor  («+;  ßi),  kimal  der  zweideutige  Factor  («i  +:/3i*),  Tc2J^al  der 
zweideutige  Factor  («2  +  ß^i)  u.  s.  f  vorkommt,  und  stellen  aus 
diesem  vieldeutigen  Ausdrucke  der  Reihe  nach  alle  Werthe  her, 
die  derselbe  annehmen  kann,  d.  h.  wir  disponiren  in  j'edem  ein- 
zelnen Factor  über  die  Vorzeichen  der  Grössen  ß,  so  dass  alle 
Vorzeichen -Zusammenstellungen  erschöpft  werden.  Dies  gibt 
(k  -\-  1)  (kl  -\-  1)  (k^  -\-  1)  .  .  .  verschiedene  Producte.  Jedes  ein- 
zelne derselben  multipliciren  wir  mit  qP  .  qP^  .  .  .  und  bezeichnen 
die  Ptesultate  der  Reihe  nach  mit  m  -f-  n  i,  my  -]-  n^  i,  nii  -j-  ^2  i .  . . 
Durch  Multiplication  von  je  einer  Zahl  aus  dieser  Reihe  mit 
der  ihr  conjugirten  complexen  Zahl  ergeben  sich  dann  die  Sum- 
men von  je  zwei  Quadraten,  von  denen  jede  =  r  ist.  Aus  die- 
sen Ausdrücken  wählen  wir  die  unter  einander  verschiedenen  aus 
und  stellen  jeder  Summe  m-  -f~  ^^  ^^  entsprechende  w^  -\-  m^  an 
die  Seite. 
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Als  Beispiel  nehmen  wir  r  =  65  =  5  .  13.     Es  ist 
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5  =  22  -f-  13  =  (1  -I-  2  i)  (1  —  2  0, 
13  =  32  4-  22  =  (3  +  2i)  (3  —  24 
also  r  =  65  =  (1  4-  2«).(1  —  2«)  (3  +  2i)  (3  —  2i) 
m  -}-  n  i  =  (l  ^  2i)  (3  +  2^•)  =  —  1  -f  8i,  ^2  -f  n2  =  I24-82 
mi  -|-  »*i^  =  (1  +  2/)(3  —  2i)  =      7-1-4«,  mf  -f  wf=  724-42 
^2  4-  W2«  =  (1  —  2/)(3  +  2i)  =      7  —  4«,  w|  +  7*1=  72442 
W3  4  W3«  =  (1  —  2i)(3  —  2?;)  =—  1  — 8«,  m|  4  w|=  I2482. 

Nachdem  wir  so  die  Aufgabe  erledigt  haben,  die  Zahl  r  in 
jeder  möglichen  Weise  als  Summe  von  zwei  Quadraten  darzustellen, 
wenden  wir  uns  wieder  zu  der  Betrachtung  der  quadratförmigen 
Membran  und  wollen  nun  die  einfachsten  Fälle  durchnehmen. 

Erstens.  Es  sei  r  =  2.  Dann  ist  m  =  1,  m  =  1.  Wir  er- 
halten 

to  =  stn  —  stn  — ^  OD  (t). 
Die  Knotenlinien  ergeben  sich  aus  der  Gleichung 


Fig.  37. 


.     7t  X      .     TCll 

sm  —  sm  — ^  = 
a  a 


0. 


Sie   fallen    mit    der  Begrenzung   zusammen 

(Fig.  37).  _ 

Zweitens.     Es  sei  r  :=  5,  also 

m    =  1,     n   =  2, 
nii  -^2,    Wi  =  1. 

w  =  (Äio  cosJvt  4  -ßr'  sin  Jet)  sin  —  sin  — ~ 

•^  a  a 

2  71 X        7t  y 

4  (^-n  (-'OS  kt  -\-  Boi  sin  lit)  sin sin  —^^ 

a  a 

C  7t      I — 

Dabei  ist  fc  ==-  —  V  5  zu  setzen.    Soll  *«;  =  0  werden  können,  un- 
a 

abhängig  von  ^,  so  muss  die  Function  die  Form  haben 

27ti/ 


qjo  =z  (p{t)\d  sin  —  sin 


.    2  7tx    .    7t  y] 

estn sm  —^r 

a  a 


Die  Klammer  ist  =  0  zu  setzen,  wenn  man  die  Gleichung  der 
Knotenlinien  haben  will.     Wir  bringen  dieselbe  in  die  Form 


^      .       TtX      .      Ttll 

2  sm  —  sm  —^ 
a  a 


Ttll      ,  7tX\ 

0  cos  —^  -j-  e  cos  — 
a  a  / 


0. 
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Wenn  einer  der  vor  der  Klammer  stehenden  Sinus  zu  Null  wird, 
so  erhalten  wir  Knotenlinien,  die  mit  der  Begrenzung  zusammen- 
fallen.    Im  Innern  liegt  eine  einzige  Knotenlinie,  deren  Gleichung 

d  cos  -^  -\-  ecos  —  =  0 
a  a 

ist.    In  dem  besonderen  Falle ,  dass  e  =  0  ist,  wird  y  z=  —     Für 


g  =  0  wird  X  =  -^-     Für  d  = 


e  ergibt  sich  ^  =  aj,  und  für 

8  =  e  erhalten  wir  y  =  a  —  x.   Diese  vier  verschiedenen  Formen 
der  Knotenlinien  sind  in  Fig.  38  dargestellt. 


Fig.  38. 


e=0 


ä= — e 

Drittens.     Es  sei  r  = 
Knotenlinien  wird 

27tX 


d=.e 


sm 


a 


sm 


=  22  -f  22.      Die  Gleichung  der 

23rw 
—7^  =  0, 


wofür  man  auch  schreiben  kann 


7tX 


Tty 


itx 


sin  —  sm  — ^  cos  —  cos  — ^  — 
a  a  a  a 


=  0. 


Fig.  39. 


Für  die  inneren  Knotenlinien  haben  wir 


7tx       7t  y 
cos  —  cos  —^  =  0. 
a  a 


Darin  sind  zwei  Linien  ausgedrückt,  nemlich 
(Fig.  39) 

a 

^~  2' 


y  =  T, 
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•  Viertens.     Es  sei  r  =  10  =  3-'  +  1-'  =  1-'  4-  3^.     Wenn 
Knotenlinien  vorhanden  sein  sollen,  so  miiss  iv  von  der  Form  sein 

,,.   f^     .    nx    .    STtii   .        .    37tx    .    71  y] 

IV  =^  w  (t)  \6  S'in  —  sin -f- e sm stn  — ^  • 

^  ^  l  a  a      '  a  a  \ 

Die  Klammer,  gleich  Null  gesetzt,  gibt  die  Gleichung  der  Knoten- 
hnien.    Diese  Gleichung  bringen  wir  in  die  Form 

Schliessen  wir  die  Knotenlinien,  die  in  die  Begrenzung  fallen, 
aus,  so  bleibt  noch 

Diese  Gleichung  vereinfacbt  sich  für  besondere  Fälle.     Für 


sm 


e  =  0  erhalten  wir  11  =  -,  1/  =  ^-     Für  5  =  0  ergiebt  sich 

o    '  o 

a  2a      ^..    ^  .   T         Till  ,  nx    ^  . 

^  =  -,  X  =  -— •    lur  0  =  —  e  wird  cos  -^^  =  +  cos  — ,  d.  h. 
3  3  a         —  a 

y  r=  X,  y  =^  a  —  X.    Für  8  =  e  haben  wir  (cos—j  -|-  (  ^^^  —  j 

=  -  •  Diese  vier  Fälle  finden  sich  in  Fig.  40  dargestellt. 

Fig   40. 


{?=— e  d=e 

Im    allgemeinen    stimmen   die    durch   Versuche   gewonnenen 
Resultate  mit  der   Theorie  überein.     Abweichungen  bei  höheren 

Ei  e  manu.     Partielle  Differentialgleicliungen.  IJ 
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Tönen  erklären  sich  aus  der  imgleichmässigen  Spannung  und  Dich- 
tigkeit der  Membran. 

Betrachten  wir  eine  rechteckige  Membran,  bei  der  a^  \h'^ 
rational  ist,  also 

e         -,  e 

Ein  Doppelglied  der  Reihe,  für  welches  m  und  n  je  einen  be- 
stimmten Werth  haben,  gibt  eine  Schwingungsdauer 

T=  ^^  — ll. 

]/aw2  -f-  /3m2      ]/r 

Die  Frage,  ob  mehrere  Doppelglieder  auf  dieselbe  Schwingungs- 
dauer führen,  kommt  darauf  hinaus,  zu  untersuchen,  wie  sich  auf 
alle  mögliche  Weise 

setzen  lasse,  wenn  w  und  ß  gegeben  sind. 


§.  96. 
Kreisförmige  Membran. 

Wir  gehen  zu  der  Untersuchung  einer  kreisförmigen  Mem- 
bran über  und  legen  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den 
Mittelpunkt  des  Kreises.  Zunächst  sollen  Polarcoordinaten  ein- 
geführt werden  . 

X  =  r  cos  9), 
y  =  r  sin  cp. 
Um  die  partielle  Differentialgleichung 
d'Ho  _    ^/dHv      d^v 
dP  ~  ^  \dx''~^  dy'^ 
so  umzuformen,  dass  statt  x  und  y  die  unabhängigen  Variabein  r 
und  (p  auftreten,  setzen  wir 

X  -^  yi  =  ^, 
X  —  yi  =  g', 

also  ^  =  i(g  -I-  g'j  und  y  =  -  1(^  -  ^'). 
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Dann  findet  sich 

dw 1  /dio        .  dw\ 

Nun  ist  ferner 

^  =  r  (cos  cp  -\-  i  sm  cp)  =  r  e**', 

Daraus  ergibt  sich,  wenn  wir  natürliche  Logarithmen  nehmen: 
logt  =  logr  -f  (pi, 
logt'=  logr  —  (pi. 
Folglich  haben  wir 

dw      1    dw         ^  {  ^ ^^         •  ^ ^^\ 
2i,\dlogT         d(p) 


dt,       tdlogt 
o'^io         1  d'Ho 


1    /  d-^w     ■  d-^w\ 
4:U'\dlogr''^d(py 


d^di'      IVdlogmogl' 
Hiernach  ist 

d^-w  .   d-^'W_l  /  d'^w     .   d-^w\ 

dx''-^d-if~  r2  \d  logr^      d(py' 
und  die  partielle  Differentialgleichung  geht  dadurch  über  in 
.  .  d'^  w c'^  /  d'^w     ,   o'^  w\ 

^^  'dW~7Adlögr'^d^y' 

Die  Nebenbedingungen  lauten 

(2)  to  ^  0  für  r  =  a, 

(3)  ■w=f(r,cp)      „    t  =  0, 

(4)  ^J^  =  F(r,cp)      „    ^==0. 

Um  die  partielle  Differentialgleichung  zu  lösen,   setzen  wir  ' 
IV  =  T.R.0  und  betrachten  T  als  Function  von  t  allein,  R  als 
Function  von  r  allein,  0  als  Function  von  <p  allein.    Dadurch  zer- 
fällt die   partielle  Differentialgleichung  in  drei  gewöhnliche  Diffe- 
rentialgleich ungen,  nemlich 

CP0 
rJ-2  7?  r'2 

(in)  -^-  -  V-2R  -}-'--[i^'B  =  0. 

^     ^  dlogr'^  c^ 

17* 
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Dass  dies  richtig  ist,  erkennt  man  leicht.  Man  braucht  nur  die 
erste  Gleichung  mit  —  r^  R0:c%  die  zweite  mit  R  T,  die  dritte  mit 
T^  zu.  multipliciren  und  die  Resultate  zu  addiren,  so  kommt  die 
partielle  Differentialgleichung  (1)  wieder  zum  Vorschein,  wenn  man 
berücksichtigt,  dass  tv  =  T.R.0  gesetzt  ist. 

Als    particuläre    Integrale    der    ersten    beiden    Differential- 
gleichungen erhalten  wir 

T  =  cos  fit      und   T  =  sin  ^ t, 
0  =  cos  v(p       „      0  =  sin  V  q). 

Folglich  werden 

10  =  Rcos  ^t  cos  V  cp, 

IV  =  R  cos  fi  t  sin  v  g), 

w  =  R  sin  [itcosv  (p, 

10  =  R  sin  ft  t  sin  v  rp 
particuläre    Lösungen    der    partiellen   Differentialgleichung    sein, 
wenn  R  an  die  Differentialgleichung  (III)  gebunden  ist.     Damit 
für  qo  =  0  und  cp  =  2n  die  Function  lo  denselben  Werth  erhalte, 
muss  V  eine  ganze  Zahl  sein. 

In  die  Differentialgleichung  (III)  führen  wir  eine  neue  Va- 
riable ein 

s  =  —r. 
c 

Dadurch  geht  die  Gleichung  über  in 

Ein  particuläres  Integral  werde  mit 

/v(s) 
bezeichnet  und  nach  Potenzen  von  s  mit  unbestimmten  Coefficienten 
entwickelt.     Also 

R  =  2^«„s'S 

fPR 
Setzt  man  dies  in  die  Differentialgleichung  ein,  so  ergibt  sich 

oder 

2  {^^«  (^'  —  ^')  +  «»-2} «"  =  0- 
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Soll  die  Summirung  bei  n  =  m  anfangen,  so  ist  a,„_2  =  0, 
folglich  muss  auch 

m2  —  v'^  =  0 
sein,  d.  h. 

m  =  +1/. 

Der  Werth  m  =  —  v  ist  hier  nicht  zulässig,  weil  B  nicht    oo 
werden  darf  für  r  =  0.  Es  bleibt  also  nur  das  particuläre  Integral 

00 

brauchbar.     Die  Differentialgleichung  gibt  danach 

2  P"  ('''  -  ^')  +  ««-2f"  ==  ^' 

und  sie  ist  erfüllt,  wenn  wir  für  jedes  n  den  Coefficienten  von  s^ 
für  sich  =  0  setzen.     Dies  gibt 

an  (n  —  v)  (n  -f-  v)  =  —  a^-^- 
Danach  können  wir  auch  schreiben 

/,  (S)  =  Co  S"  +  Ci  S''+2  -|-  C2  8"+*   +  •  •  • 

00 

Cm  .2m. 2 {v  -\-  m)  -\-  c,„_i  =  0. 

Die  letzte  Gleichung,  welche  den  Zusammenhang  der  Coeffi- 
cienten gibt,  wollen  wir  noch  auf  beiden  Seiten  mit 

(_  4)m-i.(i;  -|-  ni  —  1)!  (m  —  1)! 

multipliciren.     Dadurch  ergibt  sich 

(—  4)™  .  c,„  .m!  {v  +  m)\  =  (—  4)'«-iOw  —  1)!  {v  -j-  m  —  1)!  Cm-i, 

und"  wenn  wir  diese  Gleichung  wiederholt  ansetzen  für  m=  1, 2,  3. . ., 
so  erhalten  wir  durch  Addition 

Cm  .  {v  -\-  m)\  m\  (—  4)™  =  Cq  .  v! 

Co  ist  willkürlich ,  wir  nehmen  also  Co  =  -r  •    Dann  ist 


Diese  Function  ist  für  H  in  die  particulären  Lösungen 
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w  :^  R  cos  ^tcosv  (p, 
IV  ■=  Bcos^t  sin  v  (p^ 
10  =  R  sin  ^  t  cos  v  (p , 
IV  =  II  sin  ft  t  sin  v  (p 

einzusetzen.     Wir  wenden   uns  nun  zu  der  Nebenbedingung  (2). 
Sie  ist  erfüllt,  wenn 


f'{r) 


0 


ajLi 


wenn  — =-  eine  Wurzel  der  trans- 
c 


ist,  oder  —  was  dasselbe  sagt 
scendenten  Gleichung 

/;,  (s)  =  0 

ist.  Dass  diese  Gleichung  unendlich  viele  reelle  und  keine  imagi- 
nären Wurzeln  hat,  soll  demnächst  bewiesen  werden.  Da  in/„  (s) 
sich  s"  als  Factor  absondern  lässt  und  der  andere  Factor  eine  Func- 
tion von  s2  ist,  so  entspricht  jeder  positiven  Wurzel  eine  ebenso 
grosse  negative.  Ist  v  von  0  verschieden,  so  gehört  auch  s  =  0 
zu  den  Wurzeln  der  Gleichung.  Für  unsern  Zweck  kommen  in- 
dessen nur  die  positiven  Wurzeln  in  Betracht,  Wir  bezeichnen  sie 
der  Reihe  nach  mit 

Sy\i  Sj/2)    Si/3;   •   •   •  Svn  •   •  • 

und  haben  daher  allgemein 


U   Svn' 

a 

Die  allgemeine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  ist 
hiernach 


(IV)  «=|:i:/.(^^..) 


A^n  COS  (  - s^„ t\cosv  (p 
-j-  B^n cos  (  —  Svnt) sin V (p 

-f-  C„„  sin  (  -  s„n  tjcosv  g) 

-(-  D„nSin(-Syntj 


I  stn  V  (p 


Die  Coefficienten  bestimmen  sich  aus  den  Anfangsbedingun- 
gen (3)  und  (4).     Wir  haben  danach  zu  setzen 
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/(r,  fp)  =^ ^/v  (- Synj  I  Am  cos  V(p  -{-  B„„  Sin  V  (p \ 

g°    /°    c  /r      \  [  1 

v=On=l  i  j 

und  diese  Entwicklungen  zu  vergleichen  mit  den  nach  Fourier 
hergestellten  Reihen 

oo 

/  (r,  cp)  =  2  C^"  cosv  (p  -j-  -B;,  sm  v  9), 

v  =  0 

00 

jP(r,  9))  =  2  (^v  cös  f  95  -[-  /),.  sin  V  cp). 
Dies  gibt  zunächst 

CO  /  n"  \ 

n  =  l  ^ 

-/>/,,  ^    -L/vn       ^i'W  '/vi        Sj.»  ) . 

n=l  ^ 

Hier  sind  nun  allerdings  die  linken  Seiten  bekannt,  während 
rechts  in  jeder  Gleichung  die  unendlich  vielen  Coefficienten  unbe- 
kannt sind.  Dennoch  kann  man  diese  sämmtlichen  Unbekannten  aus 
den  Gleichungen  bestimmen.  Dazu  ist  der  schon  von  Lag  ränge 
vorgezeichnete  Weg  einzuschlagen,  und  zwar  in  derselben  Weise 
wie  in  §.  73.     Es  findet  sich 

a      ,  .2  a 

A,,n  I  r  |/v  (-  s„„  j  [  dr  =  /  A^r  ./^  (-  s^^  j  dr, 

0       l  i  0 

-Bvm  /  r  j/v  (- Sym\\  dr  =  /  B^r  ./^  (-SynAdr, 

0  V  '0 

a     (  \2  a 

Cvm  I  r  Ifv  (- Symj]  dr  =      C^r  ./^  ( ^ Sumj  dr, 
0       v  ^0 

a      I  ,2  rt 

0       ^  i  0 


(V) 


c 

Svm 

a 

Ö 


264  Fünfter  Abschnitt.     Elasticität. 

Die  Richtigkeit  dieser  Ausdrücke  ist  bewiesen,  sobald  gezeigt 
ist,  dass  für  n  ^  m 

a 

/'•/.(^8»)/..(;^s-)rf'-=o 

sein  miiss.    Wir  bezeichnen  der  Kürze  wegen /V  (- s^m )  mit  i?  und 

/v  (-■%»)  mit  jR'.     Dabei  muss ■  bemerkt  werden,  dass  zu  R  der 

c  c 

Werth  der  Constanten  ft  =  -  s,,^,  zu  B'  dagegen  fi'  =  -  s^„  gehört. 

0/  et 

Beachten  wir  nun  die  Differentialgleichung  (III),  so  können  wir 

schreiben 


?/-«^'T  =  -/^^'T-/^'.-S-.<^'- 


und 


0  0  r=0 

Diese  Gleichungen  gelten  für  v  >>  0,  und  unter  derselben 
Voraussetzung  sind  die  Integrale  völlig  bestimmt  und  endlich.  Für 
V  =  0  erhält  man  dagegen  aus  der  Differentialgleichung  (III) 

0  r=0 

a  a 

~^J  r  J        dlogr^      ^ 

^    0  r=0 

und  es  sind  auch  die  hier  auftretenden  Integrale  völlig  bestimmt 
und  endlich. 

Durch  Integration  nach  Theilen  findet  sich 

/-o  d^R'    „  /  dR     dR'    ,, 

J       dlogr^       "^         J    dlogr  dlogr 

r=0  •     r=0 

Das  vom  Integralzeichen  freie  Glied  fällt  weg,  da 

-n    dR  -rt  dR 

R^Yi =  yR  -1— 

dlogr  dr 

zu  0  wird  sowohl  für  r  =  0  als  für  r  =  a.  Im  ersten  Falle,  weil 
r  =  0  ist,  im  andern,  weil  für  r  =  a  die  Function  R  =  0  ist. 
Ebenso  haben  wir  aber 
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_  Cb'  ^^^  dlo  r—  f  ^^'     ^^  d 
J       dlogr^      ^       J  diogrdlogr     ' 

»•=0  »•=0 

und  folglich  ist  allgemein  (für  v  >>  0  und  für  v  =  0) 

c2       J  r 

n-2    ii'i 

Da  aber  ^ -^—  verschieden  von  0  ist ,  so  kann  die  letzte 

Gleichung  nur  bestehen,  wenn 

rRU'dr  =  0 


/' 


0 

ist,  und  dieses  war  zu  beweisen. 

Es  kann  vorkommen,  dass  in  (IV)  alle  Coefficienten  den  Werth 
0  annehmen,  ausser  für  ein  bestimmtes  v  und  ein  bestimmtes  n. 
In  diesem  besondern  Falle  ist  iv  eine  periodische  Function  von  t. 
Die  Schwingungsdauer  ist 

Dann  wird  w  unter  Umständen  zu  0  für  jedes  t,  d.  h.  es  sind 
Knotenlinien  vorhanden.     Dies  ist  zunächst  der  Fall  für 


r 

—  ^a 

r 

r  = 

*":^= 

Die  letzte  dieser  Linien  ist  die  Umgrenzung  der  Membran,  die 
übrigen  sind  concentrische  Kreise. 

Es  treten  aber  noch  andere  Knotenlinien  auf,  wenn 
A_C 
B~J)' 

Denn  unter  dieser  Voraussetzung  lässt  sich  w  in  die  Form 
bringen 
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=:  (p  (t).  (pi  cosvcp  -}-  (ji  sin  V  g))fA-  s„^  j, 


iV 


c  c 

g)(t)  ^  p  COS  -S^nt  -\-  q  Siu  -  Svn  t- 


Wir  können  einen  Hülfswinkel  tjj  einführen  durch  die  Gleichung 

Dann  wird  in  dem  Ausdrucke  für  w  der  Factor 
Pi  cosv  cp  -}-  gi  sin  vq)  =  0 
für 

27t 

9>  =  ^  +  V 


,     (2v  —   l)7t 

Dies  gibt  also  radiale  Knotenlinien. 

§.97. 
Fortsetzung'.    Die  transscendente  Gleichung 


»>?.=0 


Es  bleibt  noch  die  transscendente  Gleichung 

(1)  _  _    f.(s)  =  0 

zu  discutiren.     Die  Function 

ist,  wie  schon  bewiesen,  ein  Integral  der  Differentialgleichung 

(3)  d-&+(^-^-''^)^=«- 
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Es  sei  zunächst  v  von  0  verschieden.     Wir  nehmen  logs  zur 
Abscisse,  y  zur  Ordinate  einer  ebenen  Curve  (Fig.  41),  deren  Ver- 

Pig.  41. 


lauf  zu  untersuchen  ist.  Jeder  Stelle,  an  welcher  die  Curve  die 
Abscissenaxe  schneidet,  entspricht  eine  positive  reelle  Wurzel  der 
transscendenten  Gleichung.     Zunächst  ist  zu  beachten,  dass 

cly         -,     d^y 


'' dlogs  dlogs^ 
endlich  sind  für  jedes  endliche  s,  weil  die  Reihen,  durch  welche 
diese  Functionen  dargestellt  werden,  für  jedes  endliche  s  con- 
vergiren. 

Nehmen  wir  logs  =  —  oo,  so  ist  s  =  0,  y  =  0^  =  0. 

0^  tOy  S 

Die  Curve  hat  also  die  negative  Abscissenaxe  zur  Asymptote.  Lassen 

wir  dann  logs  von  —  co  an  die  Zahlenreihe  in  der  Richtung  nach 

-f-  00  hin  durchlaufen,  so  nimmt  s  von  0  an  wachsend  alle  positiven 

Werthe  an.     So  lange  nun  s  <^  v  ist,  hat  vermöge  der  Gleichung 

d^ij 
(B)  .,-,      „  dasselbe  Vorzeichen  wie  y.     Für  sehr  kleine  positive  s 
^     dlog  s2 

hängt  aber  das  Vorzeichen  der  Function  y  von  dem  ersten  Gliede 

ab,  ist  also  positiv,  und  die  Curve  liegt  zunächst  oberhalb  der 

Abscissenaxe.  Die  Ordinaten  wachsen,  weil  ,-,  ^    anfangs  =  0  und 

dlogs 

d^ii  d^  11 

positiv  ist.     So  lange   ,,         positiv  bleibt,  d.  h.  so  lange 


c?%s2^"^^^^'  ^''^^  dlogs^ 

s  <^  V  ist,  kehrt  die  Curve  der  Abscissenaxe  ihre  convexe  Seite  zu. 

An  der  Stelle  s  =  v  sind  y  und  -,,        noch  positiv,  -,,      „  =  0. 
"^         dlogs  dlogs^ 

d^ii 
Für  s  ■>  V  haben  y  und  ,-,  '^  „  fortwährend  entgegengesetzte  Zei- 
"^         dlogs^  o  o    o 

d^y 
eben.   Nach  Ueberschreitung  der  Stelle  s  =  v  ist  demnach  -,.,  ^  , 

°  dlogs^ 

zunächst  negativ,  die  Curve  liegt  concav  gegen  die  Abscissenaxe 
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und  hat  daher  bei  s  ==  v  einen  Inflexionspunkt.   Von  da  an  nimmt 

rill  ^ 

stetig  ab  und  erreicht  also  an  einer  liestimmten  Stelle  den 


d  log  s 

Werth  0.    Bis  dahin  haben  die  positiven  OrcRnaten  noch  immer 

zugenommen,  an  dieser  Stelle  selbst  liegt  das  erste  Maximum  der 

cl  ^1 
Curve.    Nun  wird  auch  -,,       negativ,  die Ordinaten  nehmen  stetig 

dlogs 

ab,  und  wir  erreichen  eine  Stelle,  wo  ?/  =  0  wird,  die  Curve  dem- 
nach ("da  -,.,  '^    <i  0  bleibt)  aus  dem  Positiven  ins  Negative  über- 
^      dlogs  ^ 

d^ii 
geht.    Zugleich  ist  zu  bemerken,  dass  für  s  >>  i»  stets    ^     ^  mit  y 

zu  Null  wird,  d.  h.  dass  bei  jedem  Durchgange  der  Curve  durch 

die  Abscissenaxe  Inflexion  stattfindet. 

Die  Curve  liegt  nun   zunächst   unterbaue    der  Abscissenaxe 

d  v 
und  entfernt  sich  vorläufig  von  ibr,  da  „  ^     <;  0  ist.     Der  ab- 

dlogs 

dii 
solute  Werth  von  -,,       nimmt  aber  fortwährend  ab,  da  der  zweite 
dlogs 

Differentialquotient  positiv  ist.    Es  muss  also  an  einer  bestimmten 

Stelle  -,,  ^    durch  0  hindurchgehen  und  positiv  werden.    Hier  hat 
dlogs 

die  Curve  ihre  grösste  Entfernung  unterhalb  der  Abscissenaxe,  Die 

d'^if 
absoluten  Werthe  der  Ordinaten  nehmen  von  da  an  ab,  weil  ,,      „ 

dlogs^ 

d  y 
positiv  bleibt  und  daher  -.,,    -  wachsende  positive  Werthe  annimmt. 
^  dlogs 

Die  Curve  nähert  sich  der  Abscissenaxe  wieder  und  durchschneidet 

sie  an  einer  gewissen  Stelle  zum  zweiten  Male.    Von  da  an  wird  y 

positiv,        -^^  negativ,  ^"^      bleibt    vorläufig    positiv,    aber  mit 

stetig  abnehmenden  Werthen.  Daraus  erkennt  man,  dass  die  Curve 
auf  der  positiven  Seite  sich  zunächst  von  der  Abscissenaxe  ent- 
fernt und  dass  ibre  Ordinate  ein  Maximum  erreicht,  sobald  das 

f]  qi 

abnehmende  -.,  "^    bei  dem  Werthe  0  angelangt  ist.    Von  da  an 
U/  log  s 

d  II 
wird  ,,  ^     negativ,  die  Ordinaten  nehmen  also  stetig  ab,  und  die 

Curve  trifft  an  einer  bestimmten  Stelle  die  Abscissenaxe  aufs  Neue. 
Man  sieht  leicht,  dass  der  Lauf  vom  ersten  bis  zum  dritten 
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Schnittpunkte  sich  unaufhörlich  wiederholt.  Stets  wird  von  einer 
Durchgangsstelle  an  die  Curve  zunächst  sich  von  der  Abscissen- 
axe  entfernen,  eine  grösste  Entfernung  erreichen,  von  da  an  sich 
der  Axe  wieder  nähern  bis  zu  einem  neuen  Schnittpunkte.  Damit 
ist  bewiesen,  dass  die  Gleichung 

/v(s)  =  0 

unendlich  viele  reelle  "Wurzeln  hat. 

Für  V  =  0  sind  dieselben  Betrachtungen  anzustellen  und 
führen,  abgesehen  von  dem  Ausgangspunkte,  zu  denselben  Resul- 
taten. Für  s  =  0,  also  logs  =  —  oo  ist  y  =  Cq,  also  positiv. 
Die  negative  Abscissenaxe  ist  nicht  Asymptote  und  die  Curve  ver- 
läuft von  Anfang  an  concav  gegen  die  Abscissenaxe.  * 

Setzen  wir  s  =  s'«,  so  geht  die  Gleichung  (2)  über  in 


1      \'' 


(2*)  y'  =  i^.f(,,)^,^^ 

»1=0  ^  I  ' 

und  die  Gleichung  (3)  in 

In  (2*)  besteht  die  Summe  aus  lauter  positiven  Gliedern,  sie 
kann  also  nie  den  Werth  0  annehmen.  Der  Factor  s'"  kann  =  0 
werden,  wenn  v  >>  0,  jedoch  nur  für  s'  =  0.  Es  gibt  also  keine 
rein  imaginäre  Wurzel  der  Gleichung  (1).  Dasselbe  geht  aus  der 
Gleichung  (3*)  hervor,  denn  diese  zeigt,  dass  die  Curve  stets  con- 
vex  zur  Abscissenaxe  liegt,  ihre  Ordinaten  wachsen  mit  wachsen- 
dem s',  sie  kann  also  für  positive  Werthe  von  s'  die  Abscissenaxe 
nicht  schneiden. 

Auch  complexe  Wurzeln  kann  die  Gleichung  (1)  nicht  haben. 
Denn  angenommen,  es  sei  cc  -\-  ßi  eine  Wurzel,  so  müsste  auch 
w  —  ßi  eine  Wurzel  sein.     Setzen  wir  dann 

/.(^(«  +  ^^-))  =  ^, 

f.(^^(a-ßi))  =  B\ 

so  sind  R  und  B'  conjugirte  complexe  Grössen.     Zu  R  gehört 

c  c 

iii  =  -  (a  -f-  ßi\  zu  R!  dagegen  ^'  =■  -  («  —  ßi). 

Qj  Ol 


270  Fünfter  Abschnitt.     Elasticität. 

Nun  lässt  sich  wie  im  vorigen  §.  nachweisen,  dass 

a 

frBR'dr  =  0 

0 

sein  müsste.  Dies  ist  aber  immögHch,  da  RR'  gleich  der  Summe 
von  zwei  Quadraten  ist,  die  nicht  fortwährend  =  0  sind,  wenn  r 
das  Intervall  von  0  bis  a  durchläuft.  Folglich  ist  die  Annahme, 
es  könnte  a  -\-  ßi  eine  Wurzel  der  Gleichung  (1)  sein,  nicht 
zulässig. 


Anmerkung.  Die  Untersucliungen  von  P  o  i  s  s  o  n  über  Elasticität  finden 
siüli  in  drei  Abhandlungen: 

Memoire   sm-   l'equilibre   et  le  mouvement  des  corps  elastiques.     (Mem.  de 

l'Academie,  T.  8.  Paris  1829.) 
Memoire    sur  les    equations   genei'ales   de    l'equilibre  et  du  mouvement  des 
coi'ps  solides  elastiques  et  des  fluides.  (Journal  de  l'Ecole  polytecbnique. 
Gallier  20.  Paris  1831.) 
Memoire  sur  l'equilibre  et  le  mouvement  des  corps  cristallises.     (Memoires 
de  l'Academie,  T.  18.  Paris  1842.) 
Ferner   sind   zu  beachten  die   betreffenden  Abschnitte   in  dem  Traite  de 
Mecanique. 

Die  Torsion  ist  von  De  Saint- Venant  behandelt  in  zwei  Aufsätzen  (Me- 
moires des  savants  etrangers,  T.  14.     Liouville,  Journal.    Serie  2.  T.  l). 

Endlich  sind  noch  die  Lehrbücher  von  Lame,  Clebsch  und  Beer  zu 
nennen  (Lame:  Legons  sur  la  theorie  mathematique  de  l'elasticite  des  corps 
solides.  Paris  1852.  —  Clebsch:  Theorie  der  Elasticität  fester  Körper.  Leip- 
zig 1862.  Beer:  Einleitung  in  die  mathematische  Theorie  der  Elasticität 
und  Capillarität.     Leipzig  1869). 


Sechster  Abschnitt. 
Bew^egung  der  Flüssigkeiten. 


I.     Allgemeine  Gleichungen  der  Bewegung. 

§.  98. 
Princip  der  Hydrodynamik.     Präcisirung  der  Aufgabe. 

Wir  werden  uns  jetzt  noch  beschäftigen  mit  der  Bewegung  der 
compressibeln  und  der  incompressibeln  Flüssigkeiten.  Zunächst 
müssen  wir  die  Grundgleichungen  aus  den  Principen  der  Hydro- 
dynamik ableiten.  Das  Princip  der  Hydrostatik  ist,  dass  der 
Druck  in  einer  Flüssigkeit  von  allen  Seiten  derselbe  ist. 
Für  das  Gleichgewicht  ist  dieses  Gesetz  experimentell  bewiesen. 
Ob  es  auch  noch  bei  der  Bewegung  stattfinde,  weiss  man  nicht, 
setzt  es  aber  auch  da  voraus. 

Das  Maass  des  Druckes  wird  auch  hier  bezogen  auf  die  Einheit 
der  Fläche.  Denken  wir  uns  also  in  der  Flüssigkeit  ein  unendlich 
kleines  Raumelement,  etwa  ein  unendlich  kleines  rechtwinkliges 
Parallelepipedon.  Die  an  ein  Oberflächenelement  angrenzende 
Flüssigkeit  übt  rechtwinklig  gegen  dieses  Oberflächenelement  eine 
gewisse  Kraft  auf  das  mit  Flüssigkeit  erfüllte  Parallelepipedon  aus. 
Zerlegen  wir  nun  die  Flächeneinheit  in  Elemente,  die  sämmtlich 
dem  eben  betrachteten  Oberflächenelement  gleich  sind  und  lassen 
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rechtwinklig  gegen  jedes  Element  die  eben  erwähnte  Kraft  ein- 
wirken, so  nennen  wir  die  gesammte  Kraft,  welche  auf  die  Flächen- 
einheit ausgeübt  wird,  den  Druck.  Oder  mit  anderen  Worten: 
man  erhält  den  Druck  auf  ein  Flächenelement,  indem  man  die 
ausgeübte  bewegende  Kraft  durch  den  Flächeninhalt  des  Elemen- 
tes dividirt. 

Man  kann  sich  nun  entweder  die  Aufgabe  stellen,  jedes  Theil- 
chen  der  Flüssigkeit  im  Laufe  der  Zeit  zu  verfolgen,  oder  (im 
Gegentheil)  die  Bewegung  zu  untersuchen,  welche  an  irgend  einem 
Punkte  der  Zeit  nach  vor  sich  geht.  Im  ersten  Falle  fragt  man 
nach  der  Bewegung  und  der  Dichtigkeit  eines  einzelnen  Theilchens 
zu  irgend  einer  Zeit,  im  andern  Falle  nach  dem  Zustande,  welcher 
in  Beziehung  auf  Bewegung  und  Dichtigkeit  zu  irgend  einer  Zeit 
an  einem  Orte  stattfindet.  Wir  wollen  den  zweiten  Weg  ein- 
schlagen. 

Es  werde  alles  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogen.  Als 
Unbekannte  sollen  angesehen  werden:  die  Dichtigkeit  q  an  irgend 
einer  bestimmten  Stelle  und  zu  irgend  einer  bestimmten  Zeit,  d.  h. 
als  Function  von  x,  y^  ^,  ^;  dann  ferner  die  Richtung  der  Bewegung 
und  die  Geschwindigkeit  an  irgend  einer  Stelle  zu  irgend  einer 
Zeit,  d.  h.  die  drei  Componenten  der  Geschwindigkeit  w,  v,  lo^  eben- 
falls als  Functionen  von  rr,  «/,  ^,  t.  Bei  den  incompressibeln  Flüssig- 
keiten vereinfacht  sich  die  Frage,  insofern  die  Dichtigkeit  q  con- 
stant  ist. 


§.  99. 
Geometrische  Relation  zwischen  9,  m,  v,  iv. 

Zunächst  findet  rein  geometrisch  eine  Relation  zwischen  q,  m, 
y,  w  statt.  Wir  nehmen  irgend  ein  Flächenelement  und  suchen 
zu  bestimmen,  wie  viel  Flüssigkeit  durch  dasselbe  in  einem  Zeit- 
element hindurchgeht,  also  ganz  ähnlich  wie  bei  der  Bewegung  der 
Wärme.  Wir  wollen  zunächst  voraussetzen,  dass  die  ganze  üüssige 
Masse  sich  mit  derselben  Geschwindigkeit  in  derselben  Richtung 
bewege.  Das  Flächenstück  liege  rechtwinklig  zur  Axe  der  x.  Wir 
machen  es  (Fig.  42)  zur  Grundfläche  eines  Cy linders,  dessen  Axe 
parallel  mit  der  Richtung  der  Bewegung  sein  soll.  Die  zur  Grund- 
fläche parallele  Gegenfläche  liege  im  Abstände  h  von  derselben, 


99. 


Relation  zwischen  p,  v,  v,  w. 


-^j 
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und  zwar  soll  die  Höhe  /^  des  Cylinders  so  gewählt  werden,  dass 
die  Endflächen  auf  der  Axe  die  Länge  des  Weges  s  abschneiden, 
welchen  jedes  Flüssigkeitstheilchen  in  der  Zeit  6  durchläuft. 
Dann  ist  h  die  Projection  von  s  auf  der  x-kxe.  Bezeichnen  wir 
mit  03  die  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeitstheilchen  und  mit  u 
die  Componente  derselben  parallel  der  x-Axe^  so  ergeben  sich  die 
beiden  Gleichungen 

^f        h 


03 


und  daraus  folgt 


h  =  uB. 


Die  Flüssigkeitsmenge,  welche  in  der  Zeit  6  durch  die  Grund- 
fläche X  des  Cylinders  hindurchgegangen  ist,  füllt  den  Cylinder 
gerade  vollständig  aus.     Denn  die  Flüssigkeitstheilchen,  welche 


Piff.  42. 


anfangs  in  der  Grundfläche  sich  befanden,  sind  nach  der  Zeit  B 
gerade  in  der  parallelen  Gegenfläche  angekommen.  Wir  finden 
also  diese  in  der  Zeit  B  hindurchgegangene  Flüssigkeitsmenge,  in- 
dem wir  den  Inhalt  des  Cylinders  %h  mit  der  Dichtigkeit  q  der 
Flüssigkeit  multipliciren.  Benutzen  wir  aber  die  eben  gefundene 
Gleichung  für  h,  so  zeigt  sich,  dass 

uxBq 

die  Flüssigkeitsmenge  ist,  welche  in  der  Zeit  B  durch  das  zur  x-Axe 
rechtwinklige  Flächenelement  %  hindurchgegangen  ist.  D.  h.  man 
hat  den  Inhalt  des  Flächenelementes  mit  der  Zeit  und  der  Dichtig- 
keit zu  multipliciren  und  mit  der  auf  dem  Flächenelement  recht- 
winkligen Componente  der  Geschwindigkeit. 


Eiemann.    Partielle  Differentialgleichungen. 


18 
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Nehmen  wir  jetzt  ein  rechtwinkhges  Parallelepipedon  (Fig.  43), 
dessen  Kanten  dx,  dy,  ds  den  Coordinatenaxen  parallel  laufen, 
und  fragen  nach  der  Flüssigkeitsmenge,  welche  sich  in  der  Zeit  dt 

Pig.  43. 


dz 


/\ 

/ 

1 

/ 

7 

dx 

durch  die  sechs  Begrenzungsfiächen  hindurchbewegt.  Daraus  lässt 
sich  dann  der  Zuwachs  an  Flüssigkeitsmenge  berechnen,  den  das 
Innere  des  Parallelepipedon  in  der  Zeit  dt  erfährt.  Rechtwinklig 
zur  x-kK&  liegen  zwei  Flächen,  jede  vom  Inhalte  dyds.  Die  erste 
geht  durch  den  Punkt  x,  y,  ^,  die  andere  durch  den  Punkt  x-\-  dx, 
y,  2.    Durch  die  erste  strömt  in  der  Zeit  dt  die  Flüssigkeitsmenge 

Qudydzdt 

und  zwar  in  der  Richtung  von  aussen  nach  innen.  Durch  die 
andere  strömt  in  der  Zeit  dt  die  Flüssigkeitsmenge 


[qu-] ^p-^  dx\  dydsdt 


aber  in  der  Richtung  von  innen  nach  aussen.  Folglich  erleidet 
dadurch  das  Innere  des  Körperelementes  einen  Zuwachs  an  Flüssig- 
keitsmenge 


Ebenso  finden  wir,  dass 


dx 


dy 
d  (q  w) 


dxdydsdt 
dxdydzdt 


die  Zunahmen  der  Flüssigkeitsmenge  sind,  welche  von  dem  Durch- 
strömen durch  die  zur  ^-Axe  und  resp.  zur  ^-Axe  rechtwinkhgen 
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Begrenzungsüächen  herrühi^en.  Die  gesammte  Zunahme  der 
Flüssigkeitsmenge  im  Innern  des  Parallelepipedon  ist  also 

\   dx      ^       dy      ^       ds    J         -^ 
Dieselbe  lässt  sich  aber  auch  noch  anders  ausdrücken.     Das  Pa- 
rallelepipedon enthält  nemlich  zur  Zeit  t  die  gesammte  Flüssig- 
keitsmenge 

qdxäydz^ 

und  in  diesem  Ausdrucke  ist  ^  als  Function  von  x^  y^  ^,  t  anzu- 
sehen. Bleiben  wir  also  an  derselben  Stelle  und  lassen  t  um  dt 
zunehmen,  so  ändert  sich  die  Flüssigkeitsmenge  um 

x-r  dxdy  dsdt. 

Ol 

Folglich  erhalten  wir  durch  Grleichsetzung  beider  für  die  Zu- 
nahme gefundenen  Ausdrücke  die  Gleichung 

dQ        d(Qu)    ■    d(Qv)        ^(Q^v)  ^  Q 

dt  dx      *      dy  ds! 


§.  100. 

Die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen. 

Berücksichtigen  wir  jetzt  einen  Augenblick  auch  die  andere 
Frage,  an  welcher  Stelle  des  Raumes  zur  Zeit  t  -\-  dt  sich  das 
Theilchen  befinde,  welches  zur  Zeit  t  im  Punkte  (^,  y,  s)  angelangt 
war.  Dieser  Punkt  hat  die  Seitengeschwindigkeiten  w,  v,  w,  und 
folglich  bewegt  sich  das  Theilchen  in  der  Zeit  d  t  um  die  Strecken 
udt,  vdt,  wdt  parallel  den  Coordinatenaxen.  Zur  Zeit  t  -\-  dt  be- 
findet es  sich  also  im  Punkte  (x  -\-  udt,  y  -\-  vdt,  ^  -\~  ivdt),  und 
seine  neuen  Seitengeschwindigkeiten  sind 

,    /du    ,    du       .    dti       ,    du    \  T^ 

'  +  {dt  +  di"  +  dTj'''  +  r.V'^*' 

,    /d  V    .     dv       ,    dv       ,    dv     \,, 
'    \dt    '    dx       '    6y       ^    dz    ) 
,    {dw    1    d%V)       ,    dw       ,    dw    \  ,, 
'    \dt    ^    dx  cy       '    ds     / 

Die  Accelerationen  sind  also,  parallel  den  drei  Coordinatenaxen, 

respective 

18* 
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du    ,   du    ,       du    ,        du 
dt    ^       dx'  dy    ^        dB 

dv    ,       dv    ,       dv    ,        dv 

Ji  +  '^di  +  ^dTj  +  'T.' 

cu)    ,       Ott?    ,       diu    ,       div 
dt,  dx    ^       ^y  ^ß 

Zur  Zeit  t  war  im  Punkte  (rr,  ^,  z)  die  Dichtigkeit  =  (>.  Sie 
ist  für  dasselbe  Flüssigkeitstheilchen  nach  Ablauf  der  Zeit  t  -^  dt 
übergegangen  in 

.    (d  Q    ,    d  Q       .    dQ       i9^\^^ 

Es  kommt  nun  darauf  an,  die  bewegenden  Kräfte  auszudrücken, 
welche  auf  das  mit  Flüssigkeit  erfüllte  unendlich  kleine  Parallel- 
epipedon  einwirken.  Die  äusseren  beschleunigenden  Kräfte  be- 
zeichnen wir  mit  X,  F,  Z.  Ausser  ihnen  kommen  noch  die  Druck- 
kräfte in  Betracht,  welche  die  benachbarte  Flüssigkeit  auf  das 
Parallelepipedon  ausübt.  Wir  bezeichnen  den  Druck  im-  Punkte 
(^,  2/,  ^)  mit  I?.  Dann  handelt  es  sich  um  die  Druckkräfte,  welche 
rechtwinklig  gegen  die  sechs  Begrenzungsfiächen  einwirken.  Recht- 
winklig auf  der  Richtung  der  x  stehen  zwei  Seitenflächen,  jede 
vom  Inhalt  dy  ds.  Die  erste  geht  durch  den  Punkt  (rr,  y,  s\  die 
andere  durch  den  Punkt  (x  -{-  dx,  y,  0).  Auf  die  erste  wirkt  daher 
in  der  Richtung  der  wachsenden  x  die  Druckkraft 

p  dy  dz^ 
auf  die  andere  dagegen  in  der  Richtung  der  abnehmenden  x  die 
Druckkraft 

\P  +  ^ä^äydß. 

Die  gesammte  Druckkraft,  welche  also  in  der  Richtung  der 
wachsenden  x  das  Parallelepipedon  zu  bewegen  strebt,  ist  demnach 


=  —  TT^  dxdydz. 

dx         ^ 


Ebenso  erhält  man 

—  TT^  dxdudz, 
dy 

—  7T^  dxdyds 

d  z  ^ 

als  die  Druckkräfte,  welche  resp,  in  der  Richtung  der  wachsenden 
y  und  der  wachsenden  s  auf  das  Parallelepipedon  ausgeübt  werden. 


§.  IQO.     Die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen.     277 

Die  dem  Parallelepipedon   eingeprägten  bewegenden  Kräfte 
liefern  also  parallel  den  Coordinatenaxen  die  Componenten 


(qY  —  ^\dxdyds^ 
(qZ  —  ■^\dxdy  ds. 


Nach  dem  Princip  d'Alembert's  haben  wir  die  mit  der  Masse 
multiplicirten  Accelerationen  um  diese  eingeprägten  bewegenden 
Kräfte  zu  vermindern  und  die  Differenzen  =  0  zu  setzen.  Dadurch 
ergibt  sich 

.-, X  1  dp  „        du  du  d  u  d  II 

Q  ex  dt  d X  d y  d s 

.^.  1  dp  „       dv  dv  dv  dv 

Q  dy  dt  dx  dy  dz 

.„.  1  dn         „        dw  dio  dw  dtv 

(3)  --^  =  Z  —  TTT—  li- ü lü  ^:—. 

^  Q  d  s  Ol  0  X  d  y  d  s 

Als  vierte  Gleichung  kommt  die  im  vorigen  §.  abgeleitete  Re- 
lation zwischen  ^,  u^  v,  lü  hinzu,  nemlich 

d_Q    .    d  (q  u)        d(Qv)        d  (q  w)  _ 
^^  dt  ^     dx     ^     dy     '^     dz     ~ 

Diese  vier  partiellen  Differentialgleichungen  gelten  sowohl  für 
compressible  als  für  incompressible  Flüssigkeiten.  Das  Unter- 
scheidende ist  in  einer  fünften  Gleichung  noch  hinzuzufügen.  Die 
fünfte  Gleichung  muss  einen  durch  Experiment  zu  erforschenden 
Zusammenhang  zwischen  Druck  und  Dichtigkeit  geben  für  com-; 
pressible  Flüssigkeiten,  Sie  sagt  dagegen  für  incompressible 
Flüssigkeiten  aus,  dass  die  Dichtigkeit  constant  ist.  Danach  lautet 
die  fünfte  Gleichung 

für  compressible  Flüssigkeiten: 

(5)  P  =  ^{q\ 

für  incompressible  Flüssigkeiten  dagegen: 
(5  a)  ^  =  const. 

Man  kann  aber  für  incompressible  Flüssigkeiten  die  Gleichung 
(5  a)  mit  (4)  verbinden.  Es  folgt  nemlich  aus  der  Gleichung  (5  a) 
sofort,  dass  das  Differential  von  q  gleich  Null  sein  muss,  d.  h. 
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dQ    .       dg    .       d  Q    .        dg 
dt    '       öx    '       oy    ^        d2 
Führt  man  in  (4)  die  Difierentiation  aus,  so  erhält  man 

dt    ^       dx    ^       dy    ^        d 3 
.       /du    .    dv    ,    div\ 
+  «■  läi  +  8^  +  8^)  =  °' 
und  dies,  mit  der  vorigen  Gleichung  verbunden,  gibt  für  incom- 
pressible  Flüssigkeiten : 

du    ,    dv    ,    div 
^^^)  ä^ +  8^  +  87  =  ^- 


§.  101. 

Vereinfachung  heim  Vorhandensein  einer  Potential- 

function. 

Die  partiellen  Differentialgleichungen  (1),  (2),  (3)  des  vorigen 
§.  lassen  sich  zu  einer  einzigen  Gleichung  zusammenziehen,  wenn 
die  Componenten  der  äusseren  beschleunigenden  Kräfte  X,  F,  Z 
die  nach  den  Coordinaten  genommenen  partiellen  Derivirten  einer 
Function  V  des  Ortes  sind,  d.  h.  wenn  die  Gleichungen  gelten 

^      dV 

(a)  i'  =  1^' 

dz 
Dieser  Fall,  der  in  der  Natur  eine  wichtige  Rolle  spielt,  soll 
jetzt  besonders  behandelt  werden. 
Wir  setzen  zur  Abkürzung 

du    .       du    ,       du    ,        du        -r, 
dt  dx    '      0  y    '        dz 

/IN  dv    .       dv    ,       dv    ,        dv 

du)    s       dw    ,       dto    ,        diu        -r, 

dt  ^     dx^     dy^       dz 
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Multipliciren  wir  die  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  des  vorigen  §. 
der  Reihe  nach  mit  dx.,  dy,  ds  und  addiren,  so  ergibt  sich 
für  compressible  Flüssigkeiten: 

Q      ^^■^\dx  '    oy  '    d^       ) 

^^^  =:'Pdx-YQ(!^y  ^^^^\ 

dagegen  für  incompressible  Flüssigkeiten: 

^^^^  =Pdx-\-Qdy  -^  Rds. 

In  beiden  Fällen  ist  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  vom 
Gleichheitszeichen  ein  vollständiges  Differential.  Folglich  muss  auch 

Fdx-^  Qdy  +  Bdz 
ein  solches  sein,  d.  h.  bei  dem  Vorhandensein  einer  Potentialfunc- 
tion F,  aus  welcher  die  Kraftcomponenten  X,  F,  Z  sich  durch  die 
Gleichungen  (a)  ableiten  lassen,  sind  die  Functionen  P,  Q^  B  an 
die  drei  partiellen  Differentialgleichungen  geknüpft: 

dy         dx 

...  dQ        dB 

^  ^  d^        dy 

dB  _  ^_Q 

d  X        dz 

Führt  man  an  P,  Q  und  B  die  Differentiationen  wirklich  aus,  so 
sieht  man,  dass  die  drei  Gleichungen  (d)  jedenfalls  dann  zu  Stande 
kommen,  wenn  für  jedes  Flüssigkeitstheilchen  zu  jeder  Zeit 


(e) 


In  diesem  Falle  ist 

udx  -\-  vdy  -\-  IV d 2  =  dq) 
ein  vollständiges  Differential,  und  wir  haben 


du 
dy 

dv 

dx 

-0, 

dv 

dw 

=  0, 

dz 

dy  ~ 

dw 
dx 

du 
dz  ~ 

=  0. 
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d  CD  d  w  d  w 

dx  dy  öS 

Die  Gleichungen  (c)  und  (c*)  lassen  sich  dann  integriren,  und 
man  erhält 

für  compressible  Flüssigkeiten: 

dagegen  für  incompressible  Flüssigkeiten: 

Die  Integrationsconstante  T  ist  von  ar,  2/,  ^  unabhängig,  kann 
aber  noch  eine  Function  von  t  sein. 

Es  fragt  sich  nun,  unter  welchen  Umständen  bei  dem  Vor- 
handensein einer  Potentialfunction  V  die  Gleichungen  (e)  für  jedes 
Flüssigkeitstheilchen  zu  jeder  Zeit  erfüllt  sind. 

Wir  setzen  zur  Abkürzung 

dv        diu 

dz        dy        "' 
div        du 

du        d  V 
d  y        dx 

Die  Gleichungen  (d)  lassen  sich  dann  folgendermaassen  schreiben 
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dt    ^        dx    '       dy            Ö0 
I       /du  ^.ov  j^  dicX  dw-         dw  dw 


(d) 


ÖEi       8Ei       ö^i        9£ 


.      /8 w    .    9 u    .    8 «yX  8 ^t  du  du 

-^  ^[d^-^  dTj  ^  d~^)  ~  ^  d^  ~  ^^  d7j  ~  'd^  -  ^' 


,       /du    .    dv     .    d iv\  dv  dv  d  v  

+  He^  +  ä^  +  W  ~  ^'  ä^  ~  '^  el^  "  ^  87  -  ^- 

Wenn  nun  für  irgend  ein  Flüssigkeitstheilchen  zur  Zeit  t  die 
Gleichungen  (e)  erfüllt  sind,  so  vereinfachen  sich  für  eben  dieses 
Theilchen  die  Gleichungen  (d)  zu  den  folgenden: 

8i',        8£i       8Ei        öi"        n 

dt    ^       dx    ^       dy  ds 

Daraus  erkennt  man,  dass  für  eben  dieses  Flüssigkeitstheilchen 
auch  diejenigen  Werthe  gleich  Null  sind,  welche  die  Functionen 
j,  t|,  i  zur  Zeit  t  -[-  dt  besitzen.  Derselbe  Schluss  lässt  sich  dann 
fortwährend  wiederholen,  und  wir  gelangen  dadurch  zu  dem  wich- 
tigen Satze: 

Wenn  die  Componenten  der  äusseren  beschleunigenden  Kräfte 
die  partiellen  Derivirten  einer  PotentiaKunction  V  sind  [Gleichun- 
gen (a)]  und  die  Seitengeschwindigkeiten  w,  v,  iv  irgend  eines 
Flüssigkeitstheilchens  in  einem  gegebenen  Zeitmoment  den  Gleichun- 
gen (e)  Genüge  leisten,  so  gelten  für  eben  dieses  Flüssigkeitstheil- 
chen die  Gleichungen  (e)  auch  zu  jeder  späteren  Zeit. 

Wir  wollen  mit  tto,  Vo  w^  die  Werthe  von  u^  -y,  iv  zur  Zeit  i^  =  0 
bezeichnen.  Diese  Anfangswerthe  der  Geschwindigkeits  -  Com- 
ponenten sind  Functionen  von  x^  ?/,  z.  Wir  wollen  voraussetzen,  dass 
sie  für  jedes  Flüssigkeitstheilchen  den  partiellen  Differentialgleichun- 
gen genügen: 


duo 

dvo 

=  0, 

dy 

dx 

dvo 

dWo 

=  0, 

dz 

dy 

dwo 

duo 

=  0. 

dx 

ds 
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(g) 


Dann  sind  bei  dem  Vorhandensein  einer  Potentialfunction  V  die 
Gleichungen  (e)  zu  jeder  späteren  Zeit  für  jedes  Fliissigkeits- 
theilchen  erfüllt,  und  in  Folge  davon  kommen  die  Gleichungen 
(I)  und  resp.  (I*)  zu  Stande. 


II.     Fortpflanzung  der  Schwingungen  in  einem  com- 
pressibeln  (elastischen)  Medium. 

§.  102. 
Ableitung  der  partiellen  DiiTerentialgleichungen. 

Wir  wollen  zunächst  die  äusseren  Kräfte  X,  Y,  Z  gleich  Null 

nehmen,  also  namentlich  auch  von  der  Schwere  der  compressibeln 

Masse  abstrahiren.      Die  Masse    sei  im  Gleichgewicht  homogen. 

Das  Gleichgewicht  soll  nur  wenig  gestört  werden,    so  dass  wir 

d  u 
u,  y,  w  als  unendlich  klein  ansehen  und  Producte  wie  u  7^-  als  un- 

dx 

endlich  klein  in  zweiter  Ordnung  im  Vergleich  zu  den  unendlich 
kleinen  Grössen  erster  Ordnung  vernachlässigen  dürfen.  Dann 
reduciren  sich  die  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  des  §.  100  auf  folgende: 

1  d]) du 

Q  dx  dt'' 

1  dp dv 

'Qdy~~~dl' 

1  dp dw 

Q  dß  dt' 

Die  Dichtigkeit  beim  Gleichgewichtszustande  sei  z/,  während  q 
die  veränderliche  Dichtigkeit  ist,  welche  sich  aber  nur  sehr  wenig 
von  J  unterscheiden  soll.    Wir  setzen  demnach 
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und  verstellen  unter  s  einen  sehr  kleinen  Brucli,  von  welchem  die 
höheren  Potenzen  auch  vernachlässigt  werden  können.  Diesen 
Bruch  s  nennt  man  die  Condensation,  wenn  er  positiv  ist,  die 
Dilatation,  wenn  er  negativ  ist. 

Da  nun  p  =  0(q)  ist,  so  haben  wir 

In       1^     und  in  O'  [z/  (1  -j-  s)]  darf  s  gegen  die  Einheit  ver- 

1  -\-  s 

nachlässigt  werden,  so  dass  wir  behalten 

^8^  dx 

0'(z/)  ist  positiv,  da  der  Druck  mit  der  Dichtigkeit  wächst.  Wir 
setzen  also  ^' {/})  =  a^  und  erhalten  nun  statt  der  Gleichungen 
(1),  (2),  (3)  des  vorletzten  §. 

(1)  a»|^  =  -|2, 

^  ^  ox  dt 

(3)  ..»!  =  _  1^. 

^  ^  CS  dt 

Um  die  Gleichung  (4)  des  §.  100  umzuformen,  beachten  wir,  dass 

d  Q  ^  ^^ 

dt  ^     dt' 

d  (q  ii)  .du    ,      .d(su) 

dx  oa?     '  0;r         • 

ist,  und  dass  — ^^ — -  als  unendlich  klein  im  Vergleich  zu  ^r—  ver- 

dx  °  dx 

nachlässigt  werden  kann.  Bilden  wir  in  derselben  Weise  die  Diffe- 
rentialquotienten    ^^      und  —^ — - ,  so  geht  die  Gleichung  (4)  des 

§.  100  über  in 

...  ds    ,    du    ,    dv     ,    diu 

dt    '    dx    '    dy        oz 
Die  Gleichungen  (1),  (2),  (3),  (4)  in  der  jetzt  vorliegenden  ver- 
einfachten Form  können  wir  leicht  so  combiniren,  dass  sie  nur  eine 
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einzige  abhängige  Variable  enthalten.  Wir  brauchen  nur  (1)  nach 
^  zu  differentiiren,  (2)  nach  ^Z,  (3)  nach  z  und  (4)  nach  t.  Sub- 
stituiren  wir  dann  in  die  letzte  Gleichung,  was  nach  den  drei 
ersten  gleich 

8^M        8^^        82^ 

^x^V     dtjdV     dsdt 
ist,  so  ergibt  sich 

^  ^  8^2  —  ^''\dx^  "^  dtf  ~^  8^2 

Diese  partielle  Differentialgleichung  ist  von  derselben  Form, 
wie  bei  dem  Problem  der  schwingenden  Saiten  und  der  schwin- 
genden Membranen.  Nur  sind  dort  zwei  und  resp.  drei  unabhän- 
gige Variable  vorhanden,  hier  dagegen  vier.  In  ähnlicher  Weise 
hatten  wir  bei  den  Untersuchungen  über  die  Bewegung  der  Wärme 
im  einfachsten  Falle  zwei  unabhängige  Veränderliche  und  in  dem 
complicirtesten  Falle  vier,  nemlich,  gerade  wie  hier,  die  Zeit  t  und 
die  drei  Raumcoordinaten  x,  y,  z. 

üeberlegen  wir  nun,  was  gegeben  sein  muss,  und  welchen 
Weg  wir  einzuschlagen  haben,  um  zur  Lösung  der  Aufgabe  zu 
gelangen.  Als  direct  gegeben  dürfen  wir  den  Anfangszustand  des 
Mediums  voraussetzen,  d.  h.  für  t  ^=  0  die  Componenten  Uq^  t;o,  iv^ 
für  jeden  Punkt,  und  ebenso  die  anfängliche  Condensation  Sq.  Die 
völlig  bestimmte  Lösung  der  partiellen   Differentialgleichung  (I) 

erfordert  aber  noch   die  Kenntniss   des  Differentialquotienten  -j- 

zur  Zeit  ^  =  0.  Dieser  lässt  sich  vermöge  der  Gleichung  (4)  aus 
den  gegebenen  Functionen  u^^  vq^  ioq  ableiten,  nemlich 

^8s\  duo        dvo        dtüo 

^dtj  d  X         dy         dz 

Zunächst  werden  wir  nun  die  allgemeine  Lösung  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  (I)  aufsuchen  und  in  ihr  die  willkür- 
lichen Constanten  so  bestimmen,  dass  für  i  =  0  die  Function  s 

8s  . 
und   ihr  Differentialquotient  nach  der  Zeit  —  in  die  gegebenen 

0 1 

Functionen  übergehen.  Ist  diesen  Bedingungen  entsprechend  s 
bestimmt,  so  finden  sich  w,  v,  iv  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (1), 
(2),  (3)  durch  einfache  Quadratur.    Es  ergibt  sich 


§.   103. 

Schall  in 

einer  unendlichen  Röhre. 
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U  =   Uq 

0 

V  =  Vo 

t 
a^  fl'  dt, 

J  ^y 

0 

W  =  IVo 

--Pr.^^- 

§.  103. 
Fortpflanzung  des  Schalles  in  einer  unendlichen  Röhre. 

Ehe  wir  das  Problem  in  seiner  Allgemeinheit  behandeln,  wollen 
wir  den  speciellen  Fall  vornehmen,  in  welchem  alle  Bewegungen 
einander  parallel  sind,  also  nur  eine  Raumcoordinate  in  Betracht 
kommt.  Dieser  Fall  zeigt  sich  bei  der  Fortpflanzung  des  Schalles 
in  einer  Röhre.  Es  soll  dabei  auch  die  anfängliche  Condensation 
nur  von  x  abhängen  und  ^'o  =  0,  «(^o  =  0  sein.  Dann  wird  die 
Function  s  nur  von  x  und  t  abhängig  sein,  ebenso  u  nur  von  x  und 
t  und  es  wird  zu  jeder  Zeit  -y  =  0,  %v  =  ö. 

Die  Aufgabe  spricht  sich  aus  in  den  beiden  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen 

(^  11  +  «'^.  =  «' 

Aus  ihnen  leiten  wir  die  eine  Gleichung  her 

?2  c  7)10 

Dazu  kommen  noch  die  Bedingungen 

(4)  s=f(x)        füri  =  0, 

(5)  u  =  F(x)         „   t  =  0. 

Die  Gleichung  (3)  ist  von  derselben  Form  wie  bei  dem  Pro- 
blem der  schwingenden  Saiten.  Dort  haben  wir  als  allgemeine 
Lösung  gefunden 

s  =  (p  (x  -\-  at)  -\-  tp  (x  —  at). 
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Von  dieser  gehen  wir  auch  hier  aus.     Zunächst  bestimmt  sich  aus 
der  Gleichung  (2) 

—  =  —  —  =  —  a(p'(x  -j-  at)  -|-  ail>'{x  —  at\ 

also 

M  =  —  a(p{x  -{-  at)  -\-  ail}{x  —  at)  -^  T. 
Die  Integrationsconstante  T  ist  von  x  unabhängig,   könnte  aber 
noch  eine  Function  von  t  sein.     Setzen  wir  nun  die  gefundenen 
Lösungen  in  die   partielle  Differentialgleichung  (1)  ein  und  be- 
achten, dass 

d  s 

—  =  (p'(x  +  at)  +  tp'(x  -  at), 

TTT  =  —  a'^w' (x  -\-  at)  —  a'^il^' (x  —  at)  4-  -^r-r 

et  >      \  I  y  ^       '        dt 

ist,  so  zeigt  sich,  dass  die  Gleichung  (1)  nur  erfüllt  werden  kann, 
wenn 

dT 
Jt=' 

ist.     T  kann  also  auch  von  t  nicht  abhängig  sein.    Auf  die  Grösse 

dieser  Constanten  kömmt  aber  gar  nichts  an,  und  wir  dürfen  dafür 

unbedenklich  0  setzen.    Denn  die  eben  gefundene  Function  s  ändert 

sich  nicht,  wenn  wir  q)(x  -\-  at)  -\~h  einsetzen  statt  (p(x  -\-  at)  und 

i}f(x  —  at)  —  Je  statt  ip(x  —  at).    Führen  wir  dann  dieselben  neuen 

Functionen  in  den  Ausdruck  für  u  ein  und  nehmen  die  völHg  will- 

T 
kürliche  Grösse  ä;  =  — - ,  so  ergibt  sich 

2a 

u=  —  a(p(x  -\-  at)  —  ^T  -\-  a^p{x  —  at)  —  ^T-f  T, 

d.h. 

u  =  —  a q) (x  -{-  at)  -\-  a ip (x  —  at). 

Jetzt  sind  noch  die  Bedingungen  (3)  und  (4)  zu  erfüllen.   Für 
if  =  0  erhalten  wir 

s  =  g)(x)  -\-  t  (x), 
u  ^  —  aq)(x)  -\-  ai^  (x), 
folglich  lauten  jene  Bedingungen 

cp(x)  -j-  v^(x)  —f{x), 
—  a(p{x)  -\-  a  ^  {x)  =  F{x). 
Daraus  findet  sich 
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und  die  Lösung  unserer  Aufgabe  ist  in  den  beiden  Gleichungen 
enthalten 

s=lf(oo^at)-^F(xJrctt)  +  lf(x-at)-i-^F(x-at\ 

(I)  ■  . 

u  =  -  ^f(x  +  at)  -Jr  -^  F(x-^at)  ^^f(x  -  at)  -\--F(x  ~  at). 

Diese  Lösungen  setzen  aber  voraus,  dass  die  Functionen  /  und 
F  für  jeden  Werth  des  Arguments  bekannt  seien.  Demnach  müssen 
wir  die  Röhre  in  der  Richtung  der  x  unendlich  nehmen.  Ist  sie 
begrenzt,  so  kommen  noch  die  Grenzbedingungen  in  Betracht,  in 
derselben  Weise  wie  bei  dem  Problem  der  schwingenden  Saite. 


§.  104. 

Fortsetzung".     Die  ursprüngliche  Erschütterung  ist  auf 
eine  begrenzte  Strecke  iDCSchränkt. 

Wir  nehmen  den  besondern  Fall,  dass  ursprünglich  nur  in 
einem  bestimmten  Stück  zwischen  den  Abscissen  m  und  n,  Fig.  44, 

FiD-.  44. 


die  Luft  sich  bewegt  hat.     Also  sind  die  beiden  Functionen  /  und 
F  ausserhalb  dieses  Intervalles  gleich  Null, 

f(x)  =  0|  für  X  <^  m 

F(x)  =  Oj  und    „    rr  >>  w. 
Wir  betrachten  zunächst  einen  Punkt,  für  welchen 

X  ^  n 
ist.    Für  diesen  sind  immer  f(x  -{-  at)  und  F(x  -{-  at)  gleich  Null, 
Also  wird 
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(1)  l  '" 

*''  =  ^f(x  —  at)-[-^F(x  -  at), 

und  diese  sind  nur  dann  von  0  verschieden,  wenn 

n  ^  X  —  at  ^  m. 
Es  tritt  also  zuerst  Erschütterung  ein,  wenn 

t  =  , 

a 

und  sie  hört  auf,  wenn 

„ X  -^  m 

a 

Die  Dauer  der  Erschütterung  ist  demnach 

«  —  m 


t"  —  t' 


a 
Die  Länge  der  Welle  ist  n  —  w^,  folglich  a  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit.  Zwischen  s  und  u  findet  hier  die  Beziehung  statt 

u  =  as, 
d.  h.  die  Geschwindigkeit  ist  der  Verdichtung  oder  Verdünnung 
proportional.  Wenn  s  positiv  ist,  also  Condensation  stattfindet,  so 
ist  auch  u  positiv,  und  die  Bewegung  des  einzelnen  Lufttheilchens 
geht  nach  derselben  Seite  hin,  nach  der  die  Welle  fortschreitet.  Ist 
dagegen  s  negativ,  findet  also  Dilatation  statt,  so  ist  auch  u  nega- 
tiv: die  Bewegung  des  einzelnen  Theilchens  geht  nach  der  ent- 
gegengesetzten Richtung  wie  die  fortschreitende  Welle. 
Wir  betrachten  zweitens  einen  Punkt,  für  welchen 

X  <Z  m.  , 
Für  diesen  ist  stets 

f(x  —  a  f)  =  0, 
F(x  —  at)  =  0, 
also  haben  wir  jetzt 

(2)  ^\ 

ci  1 

u  =  —  -^f(x  -j-  «0  +  i)F(x  -\~  at). 

Die  Erschütterung  beginnt,  wenn 
, m  —  X 
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und  sie  hört  auf,  wenn 

a 
ist.    Ihre  Dauer  ist  daher 

t"  —  t'  =  ^  ~  ^^^- 
a 

Zwischen  s  und  u  findet  die  Beziehung  statt 

u  =.  —  as. 
Die  Geschwindigkeit  ist  also  hier  ebenso  wie  vorher  der  Verdich- 
tung oder  Verdünnung  proportional,  und  die  Bewegung  des  ein- 
zelnen Lufttheilchens  findet  in  der  Richtung  der  fortschreitenden 
Welle  oder  in  der  entgegengesetzten  Richtung  statt,  je  nachdem 
Condensation  oder  Dilatation  vorhanden  ist. 

Fassen  wir  das  Resultat  zusammen,  so  ergibt  sich  Folgendes. 
Durch  die  ursprünglich  zwischen  x  =  m  und  x  =  n  auftretende 
Erschütterung  werden  zwei  Wellen  erregt,  jede  von  der  Länge 
n  —  w«,  welche  mit  der  constanten  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
a  sich  nach  entgegengesetzten  Richtungen  parallel  der  x-Axe  fort- 
bewegen. Zur  Zeit  t  befinden  sich  die  Wellen  an  zwei  Orten, 
welche  von  der  Erregungsstelle  nach  entgegengesetzten  Seiten 
gleich  weit  abstehen,  nemlich  die  eine  liegt 

zwischen    x  =  m  -j-  at    und    x  =  n  -{-  at, 
und  die  andere 

zwischen    x  =  m  —  at    und    x  =  n  —  at 
Indem  die  eine  Welle  sich  fortbewegt,  ändert  sich  ihre  Natur  nicht, 
es  wird  nur  ein  und  derselbe  Erschütterungszustand  mit  der  con- 
stanten Geschwindigkeit  a  verschoben.      Dasselbe    gilt   von    der 
andern  Welle.    Beide  Wellen,  auf  einander  gelegt,  geben  den  ur-' 
sprünglichen  Zustand  zur  Zeit  t  =  0. 

Wenn  die  ursprüngliche  Geschwindigkeit  Uo  =  0  ist,  also 
F(x)  =  0,  so  haben  wir 

s  =  2/(^  ~  ^0  -|-  2f(^  +  «^0» 

'^  =  -^fiP  —  at)  —  -^f{x  ^- dt)' 

Dann  theilt  sich  die  ursprüngliche  Condensation  und  Dilatation 
in  gleiche  Theile,  indem  die  eine  Hälfte  nach  rechts,  die  andere 
Hälfte  nach  links  geht..    Die  beiden  Wellen  sind  also  congruent. 

B  i  e  m  a  n  n.     Partielle  Differentialgleichungen,  jg 
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Euler,  von  dem  diese  ganze  Theorie  herrührt,  machte  sich 
den  Einwurf,  weshalb  jede  der  beiden  Erschütterungen,  die  zur 
Zeit  t  stattfinden,  sich  nur  einseitig  fortpflanze,  während  doch  durch 
die  ursprüngliche  Erschütterung  zur  Zeit  t  =  0  nach  beiden  Sei- 
ten eine  Welle  ausgesandt  wird.  Man  könne  ja  auch  den  Zustand 
zur  Zeit  t  als  Anfangszustand  ansehen.  Dieser  Einwurf  erledigt 
sich  sehr  einfach.  Der  Grund  der  einseitigen  Fortpflanzung  der 
Welle  liegt  in  den  Beziehungen  u  =  as  und  resp.  u  =  —  as. 
Findet  die  eine  oder  die  andere  Beziehung  auch  für  t  =  0  statt, 
so  bekommt  man  eine  Welle,  die  von  vorn  herein  nur  einseitig 
fortschreitet.  Wir  können  aber  stets  die  willkürlich  gegebenen 
Functionen /(a;)  und  F(x)  als  Summen  von  je  zwei  Functionen 
darstellen 

/(^)  = /i  (^)  + /s  (^). 
F(x)=F,(x)-^F,(x), 

so  dass  zwischen  fi  (x)  und  Fi  (x)  die  Beziehung  stattfindet  /^  (x) 
■=  —  Fl  (x)  und  zwischen  /^  (x)  und  F^  (x)  die  Beziehung  f^  (x) 

= Fo  (x).    Zu  dem  Ende  setzen  wir 

a       ^  ^ 

A(^)  =  lf(^)  +  ^F(x% 
Fi(x)  =  ^f(x)^lF(x), 
M^)  =  \f{^)-^^F{x), 

F,{x)  =  ^f{x)-\-\F{x). 

Stellen  wir  dann  nach  der  Gleichung  (I)  des  vorigen  §.  die  Func- 
tionen Si  und  Ui  her,  welche  den  Anfangswerthen  fi  {x)  und  Fi  {x) 
entsprechen,  so  erhalten  wir  eine  Welle,  welche  nur  in  der  Kich- 
tung  der  positiven  x  fortschreitet,  und  zwar  sind  die  gesuchten 
Functionen  keine  anderen  als  die  in  Gleichung  (1)  ausgedrückten. 
Ebenso  erhalten  wir  aus  den  Anfangswerthen  f^  (x)  und  F2  (x)  zwei 
Functionen  s^  und  u.2,  die  in  der  Gleichung  (2)  ausgedrückt  sind, 
und  durch  sie  wird  eine  Welle  charakterisirt,  die  von  vorn  herein 
nur  nach  der  Richtung  der  negativen  x  sich  einseitig  fortpflanzt. 
Es  tritt  hier  also  noch  einmal  hervor,  dass  der  beliebig  gegebene 
Anfangszustand  durch  Superposition  hergestellt  werden  kann  aus 
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zwei  einzelnen  Zuständen,  von  denen  der  eine  nur  nach  rechts, 

der  andere  i 

fortschreitet. 


der  andere  nur  nach  links  mit  der  constanten  Geschwindigkeit  a 


§.  105. 

Fortsetzung.    Reflexion  an  einer  festen  Wand. 

Soll  die  Röhre  für  x=^^  durch  eine  feste  Wand  begrenzt  sein, 
die  in  die  ^^-Ebene  fällt,  so  sind  die  Functionen/  und  jP  nur  für 
positive  Werthe  der  Variabein  gegeben.  Ausserdem  tritt  noch  die 
Bedingung  auf 

^t  ^  0  für  ä;  =  0. 

Wir  hatten  nun  aber  im  §.  103  gefunden 

tt  =  —  a  (p  {x  A^  af)  -\-  ai^  {x  —  ai). 
Setzen  wir  darin  x  ^  ^  und  beachten  die  eben  aufgestellte  Bedin- 
gung, so  findet  sich 

^  (—  ?)  =  ?>  (^)- 
Als  Lösung  der  Aufgabe  erhalten  wir,  wie  in  §.  103: 
s  ^=  fp  {x  ^  at)  -^  ii)  [x  —  ai), 
u  =  —  a  (p  (x  -\-  at)  -\-  a  ip  (x  —  at), 
und  so  lange  x  —  at  ^  0  ist,  bleiben  auch  die  Functionen  q)  und 
-^  dieselben  wie  dort,  nemlich 

(p(x-}-  at)  =  -^/(x  -f-  at)  —  Y^F(x  -|-  at), 

^'^  11 

^(x-  at)  =  -f(x  -  at)  +  —F(x  ~  at). 

Wird  aber  x  —  a  ^  <C  0,  so  ist  vermöge  der  eben  gefundenen  Glei- 
chung 

ijj(x  —  at)  =  (p  (at  —  x), 

d.  h.  wir  haben  dann 

cp(x-\-  at)  =  -f(x  -\-  at)  —  2^F(x  -f  at), 

(3)  ,  1 

i>(x  -  at)  =  -^f{at  -x)  -  2^F(at  —  x). 

Die  Gleichungen  (2)  und  (3)  lassen  sich  zusammenfassen,   wenn 
wir  setzen 

19* 
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^  ^  F(-  Q)  =  -  F(Q). 

Diese  Bestimmung  dürfen  wir  treffen,  da  ursprünglich  die 
Functionen  /  und  F  nur  für  positive  Werthe  der  Variabein  gege- 
ben sind.  Hat  man  aber  die  Gleichungen  (4)  aufgestellt,  so  wird 
dadurch  der  Anfangszustand  (für  t  =  0)  auch  auf  dem  Gebiete  der 
negativen  x  festgesetzt,  und  zwar  sind  für  zwei  entgegengesetzt 
gleiche  Abscissen  die  ursprünglichen  Condensationen  und  resp. 
Dilatationen  einander  gleich,  die  ursprünglichen  Geschwindigkeiten 
entgegengesetzt  gleiche.  D.  h,  wir  ersetzen  die  feste  Wand  da- 
durch, dass  wir  auf  der  Seite  der  negativen  x  eine  ursprüngliche 
Erregung  annehmen,  welche  in  ein^m  mit  der  xy-Ehene  zusammen- 
fallenden Planspiegel  als  Bild  der  gegebenen  Erregung  auf  der 
positiven  Seite  erscheinen  würde.  Aus  dieser  angenommenen  Er- 
regung entspringen  zwei  Wellen,  Die  eine  schreitet  mit  der  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit a  in  der  Kichtung  der  negativen  x  fort. 
Sie  ist  das  Spiegelbild  der  Welle,  für  welche  die  Gleichungen  (1) 
des  vorigen  §.  gelten.  Sie  kommt  hier  nicht  weiter  in  Betracht,  da 
sie  niemals  auf  das  Gebiet  der  positiven  x  gelangt.  Die  andere 
schreitet  von  der  negativen  Erregungsstelle  aus  mit  der  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit a  in  der  Richtung  der  positiven  x  fort.  Sie 
ist  das  Spiegelbild  der  Welle,  für  welche  die  Gleichungen  (2)  des 
vorigen  §.  gelten. 

Von  der  Zeit  ^  =  —  an  bis  zur  Zeit  t  =  -  begegnen  sich  also 

an  der  Stelle  x  =  0  zwei  Wellen,  von  denen  die  eine  das  Spiegel- 
bild der  andern  ist.  Daraus  folgt,  dass  für  x  =  0  die  Lufttheil- 
chen  entgegengesetzt  gleiche  Geschwindigkeiten  erhalten.  Während 
der  eben  angegebenen  Zeit  tritt  die  von  der  positiven  Erregungs- 
stelle herrührende  rückwärtsschreitende  Welle  auf  das  negative 
Gebiet  und  ihr  Spiegelbild  auf  das  positive  Gebiet  über.  Von  da 
an  kommt  nur  die  letzte  von  beiden  in  Betracht.  Es  findet  also 
hier  ganz  dasselbe  Gesetz  statt  wie  bei  der  Spiegelung.  Die  von 
der  positiven  Erregungsstelle  rückwärts  schreitende  Welle  wird 
von  der  festen  Wand  reflectirt  und  pflanzt  sich  dann  in  der  Rich- 
tung der  positiven  x  fort.  Sie  ist  nach  der  Reflexion  zu  jeder  Zeit 
das  Spiegelbild  derjenigen  Welle,  die  beim  Fehlen  der  festen  Wand 
auf  dem  Gebiete  der  negativen  x  in  negativer  Richtung  verlaufen 
würde. 
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Ebenso  können  wir  die  Röhre  auf  beiden  Seiten  begrenzt  den- 
ken, und  haben  dann  nur  dieselbe  Betrachtung  zu  wiederholen. 
Der  Schall  läuft  unaufhörlich  in  zwei  Wellen  hin  und  her,  weil  an 
jeder  Seite  die  Wellen  zurückgeworfen  werden. 

Bei  dieser  Untersuchung  ist  von  jeder  Reibung  abgesehen. 


§.  106. 
Allgemeiner  Fall.  Umformung  von  Fourier's  Lehrsatz. 

Wir  wollen  jetzt  zu  der  allgemeinen  Aufgabe  von  der  Bewegung 
des  Schalles  übergehen.  Diese  Aufgabe  ist  in  §.  102  in  den 
Gleichungen  ausgesprochen 

(2)  s=f(x,7j,0)    für  #  =  0, 

(^)  ll  =  -|^-|?-^"  =  ^(^-^-)  «'^*  =  °- 

Man  kann  die  Aufgabe  leicht  lösen  durch  bestimmte  Integrale, 
und  zwar  durch  dreimalige  Anwendung  von  Fourier's  Lehrsatz. 
Daraus  geht  ein  sechsfaches  Integral  hervor,  das  sich  aber  durch 
eine  Reihe  von  gewöhnlichen  Transformationen  in  ein  Doppel- 
integral umwandeln  lässt,  und  aus  diesem  kann  man  die  wesent- 
lichen Momente  der  Lösung  erkennen.  Das  Auftreten  des  Doppel- 
integrals liegt  aber  in  der  Natur  der  Sache,  denn  es  wird  sich 
zeigen,  dass  die  Veränderungen  in  einem  Punkte  von  dem  anfäng- 
lichen Zustande  in  einer  bestimmten  Kugelfläche  abhängen,  so  dass^ 
diese  das  Doppelintegral  selbst  bedingt. 

Ehe  wir  zu  der  eigentlichen  Lösung  der  Aufgabe  übergehen, 
wollen  wir  eine  kleine  Umwandlung  von  Fourier's  Lehrsatz  vor- 
nehmen. Wir  haben  denselben  entwickelt  für  eine  beliebige  An- 
zahl von  Veränderlichen.    Für  drei  Variable  lautet  er 

Xi^^yi^)=—  I    I    I    I    I    I  x(^^^iv)cosÄcosjBcosCd(x,dßd'ydkdndv^ 

A  =  a{x-l\    B  =  ß(y  -  ii),    C  =  r(^-  v).     . 

Die  Integrale  in  Beziehung  auf  w,  /3,  y  sind  von  0  bis  oo ,  die  In- 
tegrale in  Beziehung  auf  l,  ft,  v  von  —  oo  bis  -j-  °°  zu  nehmen. 
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Die  drei  ersten  Integrale  geben  aber,  von  —  co  bis  0  erstreckt, 
dasselbe  wie  von  0  bis  -|-  oo,  folglich  können  wir  auch  schreiben 

-/   I    I    I    I    I  xß,^,v)cosAcosBcosCdcidßdydldiidv, 

und  es  sind  nun  alle  sechs  Integrale  von  —  od  bis  oj  zu  nehmen. 
Das  Product  cos  A  cos  B  cos  C  lässt  sich  leicht  umformen  in  die 
Summe 

1 1      cos  (^  +  5  4-  0)  +  cos  (-  ^  +  jB  -h  C)l 
ij-l- cos(^  -B-^C)  +  cos(Ä-^B-  G) 

und  danach  zerfällt  der  vorige  Ausdruck  in  eine  Summe  von  vier 
Ausdrücken,  die  aber  alle  vier  dasselbe  Resultat  der  Integration 
geben.  Denn  es  tritt  z.  B.  in  dem  zweiten  Ausdrucke  der  Cosinus 
auf  von  dem  Winkel  —  (/' {x  —  l)  -^  ß  {ij  —  ^i)  -\-  y  {^  —  v).  Die 
Integration  in  Beziehung  auf  a  ist  zu  erstrecken  von  —  co  bis 
-|-  00 .  Daher  darf  man  —  et  mit  -f-  a  vertauschen ,  und  es  wird 
durch  diese  Vertauschung  der  zweite  Ausdruck  mit  dem  ersten 
gleichlautend.  Dasselbe  gilt  von  dem  dritten  und  vierten  Ausdrucke, 
wenn  man  —  /3  mit  -|-  /3  und  resp.  —  y  mit  -|-  y  vertauscht.  Wir 
erhalten  demnach 

%  (^5  y^  ^)  ■= 
—  ffCrr  fi{K,iii,v)cos{A^B^  C)dccdßdydldiidv. 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Umformung  kann  man  sich  auch 
mit  Hülfe  des  Imaginären  überzeugen.  Setzt  man  nemlich  in  dem 
vorletzten  Ausdrucke  für  %  (x,  y,  ä)  statt  irgend  eines  der  drei  Co- 
sinus den  Sinus,  so  wird  das  Resultat  =  0,  weil  die  Integration 
von  —  00  bis  -|-  00  erstreckt  wird.    D.  h.  es  ist 

0  = 

/    I    I   I   I   l%ß-,^iv)sinAcosBcosCdadßdyd^d^dv. 

Multipliciren  wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  i  =  V—  1 
und  addiren  das  Resultat  zu  dem  vorletzten  Ausdrucke  für  %  {x^  y,  ^), 
so  ergibt  sich 

X  (x,  y,^)  = 
J—  f  r  r  I    r  C i{l,^,v)e''^^-^^' cos B cos  C da  dß dy  dl  d^  dv. 

Durch  Wiederholung  desselben  Verfahrens  erlangen  wir 
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Hier  können  wir  wieder  das  Reelle  vom  Imaginären  trennen  und 
machen  die  Bemerkung,  dass  der  Factor  von  i  zu  Null  wird.  Wir 
erhalten  also  wie  vorher 

- —  /  I   I    I   I  I  x(X,{i,v)cos(Ä-\-B-\-  C)dadßdydXd{idv, 

und  die  Integrationen  sind  sämmtlich  von  —  oo  bis  +  °^  zu 
nehmen. 

Nach  dieser  Abschweifung  wenden  wir  uns  zu  der  eigentlichen 
Aufgabe.  Der  partiellen  Differentialgleichung  (1)  genügt  die  par- 
ticuläre  Lösung 

s  =   g[^<  +  <^(»—^)  +  l3(!/-|^)+v(2— •')]», 

wenn  wir 

^2^    a2(«2_^    ^2    4_    j;2) 

setzen.    Denn  alsdann  ist 

d'-s  ,       82s  82s 

dx^  cy^  0  2^ 

Vermöge  der  Bedingungsgleichung  für  0-  sind  auch 

und 

particuläre  Lösungen,    aus    denen  wir  leicht  die  folgenden  vier 

ableiten 

cos%'t  .  cos  [pL{x  —  l)  -{-  ß  {y  —  ii)  -\-  y  {z  —  v)\ 
cosd-t  .  sin\a{x  —  A)  -|-  ß{y  —  ft)  +  y{2  —  v)], 
sin  d-t  .  cos[a(x  —  ^)  -\-  ß  (y  —  i^)  -\-  y  (^  —  v)], 
sinO't  .  sin[a(x  —  A)  -j-  /3 (^  —  fi)  -j-  7 (0  —  v)]. 

Jede  dieser  vier  Lösungen  darf  mit  einer  willkürlichen  Function 
von  A,  fi,  V  multipHcirt  werden.  Auch  darf  man  ein  solches  Product 
mit  da  dßdydXd^dv  multipliciren  und  hierauf  eine  sechsfache 
Integration  zwischen  beliebigen  Grenzen  ausführen.  Das  Resultat 
ist  immer  noch  eine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  (1). 
Um  den  Nebenbedingungen  (2)  und  (3)  Genüge  zu  leisten, 
decomponiren  wir  die  Aufgabe.    Wir  setzen 
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s  =  s'  +  s" 
und  stellen  die  Nebenbedingungen  auf 


(2*) 

s'=f(oo, 

y^^) 

für  t  =  0, 

(3*) 

ll'  =  o 

„  «  =  o, 

und  ferner 

(2**) 

s"  =  0 

für  t  =  0, 

(3**) 

ds"        „, 

\y,^) 

„    i  =  0. 

Wir  gelangen   zu   einer  Function  s',   welche   der  partiellen 
Differentialgleichung  (1)  genügt  und  die  Nebenbedingungen  (2*) 
und  (3*)  befriedigt,    wenn    wir    ausgehen    von    der   particulären 
Lösung 
cosaiV«2  +  /32-fy2  .  cos  ^^{x  —  l)  -^  ^{y  —  \x)  -\-  y  {z  —  v)\ 

=::cos^i  .cos{A-^B  -\-  C), 
denn  diese  erfüllt  schon  die  Gleichung  (3*).     Nach  dem  Lehrsatze 
von  Fourier,  wie  er  in  diesem  §.  umgeformt  ist,  haben  wir  aber 

—Sf  ff  f  ffß,i^^'^)cosiÄ  -j-  5  +  C)d(xäßdydkd^dv. 

Folglich  wird 

(I)  s'  = 

—  /    /    /    /    /    I fß^i^-,t^) cos(Ä-\- B -{- C) cos&tdcidßdyd^d^dv 

die  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  sein,  welche  die 
Nebenbedingungen  (2*)  und  (3*)  befriedigt. 

Zur  Herstellung  der  Function  s"  gehen  wir  aus  von  der  par- 
ticulären Lösung 
sin  at  V  «2  -|-  /52  -|-  y2  _  cos  [a  (oo  —  ?^)  -\-  ß  (y  —  fi)  -\-  y  (z  —  v)] 

=  sin  d-t  .  cos(Ä-{-  B  4-  C), 
denn  sie  genügt  schon  der  Gleichung  (2**).     Beachten  wir  dann, 
in  welcher  Weise    sich  die  Function  F{x^y^z)  nach  Fourier's 
Lehrsatze  entwickeln  lässt,  so  sehen  wir,  dass 

(II)  s"  = 

■^zfffff  fF{K,^,v)cosiA-^B-\-C)  -'^  dccdßdydXd^dv 

zu  setzen  ist.     Die  Integrationen  in  (I)  und  (II)  erstrecken  sich 
sämmthch  von  —  oo  bis  -j-  oo. 
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Es  möchte  nicht  überflüssig  sein  zu  bemerken,  dass  s'  aus  s" 
hervorgeht,  indem  man  /  statt  F  schreibt  und  den  Differential- 
quotienten nach  t  nimmt. 


,     §.107. 

Fortsetzung.    Reduction  der  sechsfaclien  Integrale  auf 
Doppelintegrale. 

Die  sechsfachen  Integrale  in  der  Gleichung  (I)  sowohl  als  in 
(II)  des  vorigen  Paragraphen  lassen  sich  auf  Doppelintegrale  zu- 
rückführen. Wir  wollen  diese  Umformung  an  dem  Ausdrucke  (II) 
vornehmen.  Zu  dem  Ende  fassen  wir  «,  /3,  y  als  rechtwinklige 
Coordinaten  auf  und  führen  statt  derselben  Kugel-Coordinaten  ein 
durch  die  Gleichungen 

a  =  Qcos  0, 

ß  =  Q  sin  6  cos  95, 

y  =  Q  sin  6  sin  (p. 

Die  Integrationen  sind  dann  zu  erstrecken  von  ^  :=  0  bis  9  =  00 , 
von  6  =  0  hh  6  =  7t  und  von  cp  ^  0  bis  (p  =  2  n.  Das  Raum- 
element war  vorher  dadßdy  und  ist  jetzt  q^ sind  dg  dd dtp.  In 
dem  transformirten  sechsfachen  Integral  können  wir  die  Ordnung 
der  Integrationen  beliebig  nehmen.  Wir  integriren  also  zuerst  in 
Beziehung  auf  0  und  (p,  dann  in  Beziehung  auf  v,  fi,  l  und  endlich 
in  Beziehung  auf  q.    Dadurch  ergibt  sich 

00  ,  CO        OD       00 

^^^     s"  =  ^J^^^^^äQfffFß,^,v)dldiidv.J.         , 

0  .    — cx> CO  — c» 

2n-  TT 

t7  =  /  dfp  I  sin  6  cos  (l  cos  6  -{-  m  sin  dcosfp  -|-  n  sin  6  sin  rp  )  dd. 
0  b 

Wir  haben  zur  Abkürzung  gesetzt 
q{x  —  /l)  =  ?, 

Q{y  —  1^)  =  ^n, 

q(s  —  v)  =  n, 
und  schreiben  noch 

cos  (l  cosd  -\-  m  sin  ßcoscp  -\-  n  sin  6  sin  qp} 

=  X(lcosd  -\~  m  sin  6  cos(p  -{-  n  sin  6  sin  go), 
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so  dass  wir  erhalten 

27r  TT 

(2)  tT"  =  /  dq)  I  xQ cosd-{-7n sin Ocoscp  -[-  n sin 6 sin cp) sin ddO. 

0  0 

Geometrisch  bedeutet  dies  eine  Integration,  die  über  eine 
Kugeloberfläche  vom  Radius  1  zu  erstrecken  ist.  Mit  q)  ist  die 
geographische  Länge,  mit  6  die  Poldistanz  bezeichnet.  Das  Ober- 
flächenelement findet  sich  =  sinddddq)  und  x  ist  eine  Function 
des  Ortes  auf  der  Kugel. 

Wir  betrachten  nun  l,  m,  n  als  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
eines  Punktes  im  Räume  und  bemerken,  dass  der  Anfangspunkt 
dieses  Coordinatensystems  in  dem  Mittelpunkte  der  eben  erwähnten 
Kugelfläche  liegt.  Statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  Z,  m,  n 
führen  wir  Kugel-Coordinaten  ein,  indem  wir  setzen 

l  =  ccos  <5, 
m  =^  c  sin  6  cos  r, 
n  ^=  c  sin  <s  sin  t. 
Die  Function  x  transformirt  sich  danach  in  folgender  Weise 

;t^  c  I  cos  (9  cos  6  -\-  sin  ö  sin  6  (cos  tcos(p  -\-  sin  t  sin  9?)  | 


=  ;t  c  I  cos  ö  cos  ö -j-  sin  0  sin  6  cos  (r  —  ^)  |  • 


Fig.  45.  Die  geometrische  Bedeutung  des  neuen  Argu- 

ments von  X  ist  leicht  zu  erkennen.  Die  Pol- 
distanzen 6  und  6  schliessen  am  Pol  den  Win- 
kel (t  —  cp)  ein.  Nehmen  wir  also  auf  der 
Kugel  vom  Radius  1  den  Pol  als  einen  Eck- 
punkt eines  sphärischen  Dreiecks,  dessen 
andere  Eckpunkte  in  (ö,  95)  und  resp.  (ö,  r) 
fallen,  und  bezeichnen  (Fig.  45)  die  dritte 
Seite  mit  6',  so  ist 

cos  ö  cos  6  -\-  sin  6  sin  6  cos  (t  —  9)  =  cos  6'. 
Wir  erhalten  demnach 

J=       d(p   /  x(ccosd')sinddd. 
0  0 

Nun  dürfen  wir  den  Pol  auf  der  Kugel  beHebig  verlegen. 
Wählen  wir  den  Punkt  (ö,  t)  zum  neuen  Pol,  so  wird  das  neue 
Oberüächenelement  sin6'd6'd(p\  und  wir  erhalten 
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TT       27r 

J=  r  Txic  cos d') sind' dd'dq)' 

0       0 

TT 

=  —  2jr   /  x(ccosd')dcosß'. 

0 

Bezeichnen  wir  mit  X  eine  Function,  die,  nach  cos  6'  differentiirt, 

X  gibt,  also 

dX    _ 

dcosd''~^' 
so  erhalten  wir 


J^=?^{x(c)-Z(-c)}. 


Es  ist  aber  vorhin  mit  x  die  Cosinusfunction  bezeichnet,  folglich  ist 
X  der  Sinus.    Ferner  ist 

c  =  V  P  -f  nP  -f-  n^  =  Q  y  {x  —  A)2  +  (^  —  fi)2  -j-  (^  —  v)2. 
Daher  wird 

e/  =  •   2  S^W  C 

C 

und" 


CO        00        cc 


(3)  s"  = -^ ^  /  QSinccQtdQ   1    1    f  F(X,{i,v) dXd[idv. 

0  OO  00  00 

Endlich  betrachten  wir  A,  (u,,  v  als  rechtwinklige  Coordinaten 
eines  Punktes  im  Räume,  dld^dv  ist  das  Volumenelement,  und 
die  Integration  erstreckt  sich  über  den  ganzen  unendlichen  Raum. 

Wir  legen  in  den  Punkt  {x^  ?/,  z)  den  Mittelpunkt  eines  Systems 
von  Kugel-Coordinaten  und  setzen 

A  —  X  =  rcosd 

^  —  y  =  r  sin  6  cos  g>, 

V  —  z  =  r  sin  6  sin  (p 
also  c  =  r  Q, 

Dann  ist 

(4)  2aji^s"  = 

00  00  T  Stt 

/  sinaQtdQ  1  rsinrQdr  1  sinddd  1  F{x-\-rcosB,  y-\-rsinBcosg), 

0  0  0  0 

^  -j-  r  sin  6  sin  tp)  d  rp. 
Dieses  vierfache  Integral  zieht  sich  durch  Anwendung  vonFou- 
rier's  Satze  auf  ein  Doppelintegral  zusammen.   Wirliabeu  nemlich 
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00  00 

■4)(at)  =  —  I    /  t^ (r) sin atQ sin r^dräQ, 

0        0 

und  folglich,  wenn  wir  ^^(r)  =  rF{x  -\-  rcosB-,  .  .  .)  setzen: 

CO  00 

-   /    I  rF(x  -j-  rcosO,  .  .  .) sin coQt sin r  QdrdQ 

0       0 

=  at F(x  -\~  atcos ö,  y  -\-  at sin ß cos  q)^  ^  -\-  at sin 6 sin (p). 
Dadurch  geht  die  Gleichung  (4)  über  in 
(II)  s"  = 


TT      2jr 


—  /    /  tF{x-\-atcosd,y-\-atsindcosq),s-\-atsindsin(p)sindddd(p. 

0       0 

Nach  der  letzten  Bemerkung  des  vorigen  §.  ergibt  sich  nun 
sofort 


(I)  s'  = 

n      27r 

1    d 


—  Kif   I  tf(x-\-atcosd-,y-\-atsindcosq),^-\-atsindsin(p)sindd6dq}. 


Die  Lösung  der  Aufgabe  im  vorigen  §,  ist 

s  =  s'  -^  s". 


§.  108. 
Fortsetzung.    Geometrische  Bedeutung  der  Lösung. 

Wir  fragen  nach  der  geometrischen  Bedeutung  des  gewonnenen 
Resultates  und  betrachten  zunächst  s".    Die  Function 

F(x  -\-  atcosO,  y  -\-  at  sin  6  cos  q),  s  -\-  at  sin  6  sin  cp) 

ds 
ist  der  Anfangswerth  von  -^  in  einem  Punkte,  dessen  Coordinaten 

0  V 

X  -\-  at  cos  ö, 

y  -\-  at  sin  6  cos  q), 

z  -f-  atsindsincp 
sind.    Dieser  Punkt  liegt  auf  der  Kugeloberfläche,  die  mit  dem 
Radius  R  =  at  um  den  Punkt  (x^ ?/,  0)  als  Mittelpunkt  beschrieben 
ist.     Der  nach  jenem  Punkte  gezogene  Radius  jR  schliesst  mit  der 
Richtung  der  positiven  x  den  Winkel  6  ein,  und  90  ist  der  Winkel 
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der  positiven  y-Axe  mit  einer  Ebene,  die  durch  den  Radius  R  pa- 
rallel zur  .^-Axe  gelegt  wird.  Ein  Element  der  Kugeloberfläche, 
das  an  den  Endpunkt  des  Radius  R  anstösst,  ist 

=  aH^sinddddcp. 
Danach  sieht  man,  dass  der  Ausdruck 

IT         2lT 

-r-^rnr-  f  fF{x  4-  atcosd,  .  .  .)aH^sindded(p 

0        0 

nichts  anderes  bedeutet  als  den  Mittelwerth  der  Function  F  auf 
der  eben  betrachteten  Kugeloberfläche,  und  daher  ist 

s"  =  t        /   — ^^ — h-^rni — -a^PsmOdddw 

J  J  4:a^t^7t 

0        0 

derselbe  Mittelwerth,  multiplicirt  mit  t. 

In  ähnlicher  Weise  ist  s'  zu  interpretiren. 

Die  Condensation  oder  Dilatation,  welche  zur  Zeit  t  im  Punkte 
{x,  2/,  ^)  stattfindet,  hängt  also  ab  von  dem  Anfangszustande  auf 
einer  um  diesen  Punkt  mit  dem  Radius  at  beschriebenen  Kugel- 
oberfläche. 

Das  elastische  Medium  soll  nun  anfänglich  nur  in  einem  be- 
grenzten Räume  erschüttert  sein.  Der  Punkt  (x,  y,  s)  liege  ausser- 
halb dieses  Raumes  und  habe  von  dem  nächstgelegenen  Punkte 
desselben  den  Abstand  r\  vom  entferntesten  den  Abstand  r".  Dann 
ist  im  Punkte  {x,  y,  s) 

s  =  0,    wenn  at  <i  r\ 
und  ebenfalls 

s  =  0,    wenn  «t>>  r". 

Die  Erschütterung  im  Punkte  {x^  y,  z)  beginnt  zur  Zeit 


und  sie  hört  auf  zur  Zeit 


f 
a 


t"  =  — . 


a 
Liegt  der  Punkt  (x^  y^  s)  innerhalb  des  ursprünglich  erschüt- 
terten Raumes,   so   ist  die  Entfernung  r'  =  0  und  daher  auch 
V  =  0.    D.  h.  die  Erschütterung  in  dem  Punkte  dauert  von  der  Zeit 

t'  =  0 
bis  zur  Zeit 

r" 

a 
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Bei  der  Integration  ist  zu  bemerken,  dass  nur  diejenigen  Theile 
der  Kugeloberfläche  in  Betracht  kommen,  welche  in  den  anfäng- 
lich erschütterten  Raum  fallen,  weil  für  alle  übrigen  Punkte 
/  =  0  und  i^  =  0  ist. 

§.  109. 

Fortsetzung.    Die  Geschwindigkeiten  des  einzelnen 
Lnfttheilchens. 

Für  die  Geschwindigkeiten  w,  v^  tv  haben  wir  die  Gleichungen 
gefunden 


Uo 


J    dx 


ds_ 
dy 


IV 


~  Vo  —  a^  I 

0 

^  iVq  —  a^  I   ^-—  dt. 
J    oz 


Betrachten  wir  zuerst  wieder  einen  Punkt  (^,  ^,  z\  der  ausserhalb 
des  ursprünghch  erschütterten  Raumes  liegt.  Für  ihn  sind  die 
Componenten  der  Anfangsgeschwindigkeit  =  0,  und  ferner  ist  s  =  0, 
so  lange  t<^t'  bleibt.  Ebenso  lange  haben  also  auch  die  Integrale 
in  den  Ausdrücken  für  u^  v,  w  den  Werth  0.    Folglich  ergibt  sich 

u  =  0,) 
(1)  ^  =  0,    für  t  <  f. 

w  —  O] 
Ist  dagegen  t  >>  t\  so  können  wir  in  den  Ausdrücken  für  m,  ?;,  w 
das  Integral,  das  von  0  bis  t  genommen  werden  soll,  in  zwei  zer- 
legen, von  denen  das  erste  von  0  bis  t\  das  andere  von  t'  bis  t  zu 
erstrecken  ist.     Das  erste  hat  den  Werth  0,  und  daher  ist 


■f 


8s 

dx 


dt^ 


(2) 


w 


t 

J  ^y 

J    ö^ 


für  t  >  f. 
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Besondere  Beachtung  verdient  noch  der  Fall,  dass  t  >>  t"  ist. 

Dann  kann  man  das  Integral  von  t'  bis  t  wieder  zerlegen  in  eins 

von  t'  bis  t"  und  ein  zweites  von  t"  bis  t.     Dies  zweite  hat  den 

Werth  0,  weil  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  s  =  0  ist.    Wir 

behalten  also 

t"  \ 

u  ■=  —  a^  I  ^^dt 
J    ox 


(3) 


dij 


10 


t' 
t" 


dt^ 


dt 


>  für  t  >  t". 


Diese  Integrale  sind  noch  genauer  zu  untersuchen,  und  zu  dem 
Ende  haben  wir  s  wieder  in  seine  Bestandtheile  s'  und  s"  zu  zer- 
legen.   Nun  sieht  man  leicht,  dass 

t" 


f 


^dt  =  0 

ox 


OX 


ist.    Denn  es  ist 

IT     27r 

—  —  —  —  f  Ct 

dx        i:7i  dtj  J 

0       0 

und  folglich 

t"  TT      2ir 

J    OX  4:7t J  J  dx 

t'  0       0 

TT      27r 

ATtJ    J  ox 

0       0 

Die  Kugeln,  welche  mit  den  Radien  at'  und  resp.  at"  um  den 
Punkt  (rr,  ?/,  z)  construirt  werden,  berühren  aber  den  ursprüng- 
lich erschütterten  Raum  nur  in  je  einem  Punkte,  und  daher  ist  in 
jedem  der  beiden  Integrale  nur  ein  Element  von  0  verschieden. 

D.  h.  es  ist 

t" 
ds' 


f 


dx 


dt  =  0. 


Ebenso  erhalten  wir 
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J    dy  J    ds 


v  v 

Wir  haben  noch  den  Beitrag  zu  untersuchen,  welcher  von  s" 
herrührt.    Es  ist 

*". 

v 


■Pf 

V 
t"       TT    2ir 

=  —  /    /    /  — ; ^^ — —^ a^PsinOadtdddcp. 

47iJ  J  J    at  dx 

t'      0       0 

Die  dreifache  Integration  auf  der  rechten  Seite  erstreckt  sich 
über  den  ganzen  ursprünglich  erschütterten  Raum.  Führen  wir 
also  wieder  rechtwinklige  Coordinaten  ein  durch  die  Gleichungen 

atcosd  =  §, 

a  t  sin  Bcosfp  =  t], 

a  t  sin  6  sin  go  =  ^, 

so  können  wir  auch  schreiben 


wenn  r  =  V|2_|_^2_|_£;2  gesetzt  und  die  dreifache  Integration  über 
den  ursprünglich  erschütterten  Raum  ausgedehnt  wird.  Nun  ist 
aber,  wie  man  leicht  sieht, 

und  wenn  wir  die  Bedeutung  von  F  beachten : 

Wir  wollen  voraussetzen,  dass  die  Anfangsgeschwindigkeiten  die 
Bedingung  des  §.101  erfüllen,  d.  h.  dass 

dvp duo      dwo dvo      diio dWp 

e|"~"e^'  J^—H'  W~dJ 

sei.    Dann  wird 

dF _       /82?(o    ,    dHio    ,    82^0^ 
dt 
und 


\8|2    i"   g^2  "T    ggay 
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^^^--.r^^^-hfim 


Hio   .   dHio   ,   ö%, 


Y)dtdr}dl 


8|2    '    dri^    '     eg2 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  zerlegen  wir  in  seine  drei  Be- 
standtheile  und  behandeln  zunächst  den  ersten  Bestandtheil 

1  d^up 
r  e|2 


ffß 


d^dridt,. 


Um  dieses  Integral  bequem  umformen  zu  können,  gehen  wir 
aus  von 


J  J  J  \r   8^2  -t-  ai    ei 


d^dr]d^ 


und  beginnen  mit  der  Integration  nach  |.    Diese  gibt,  unbestimmt 
ausgeführt, 

1  dup 

rW' 
Zur  Einführung  der  Grenzen  nehmen  wir  (wie  in  §.  82)  die  geo- 
metrische Betrachtung   zu  Hülfe.     Das   Coordinatensystem  möge 

Fiff.  46. 


z 

/ 

\ 

i^^^^^^y 

/"" 

^'' 

^^^P 

/ 

^^__^ 

"y 

li 

12 

/ 

*5 

wieder  so  gelegt  sein,  dass  alle  Punkte  im  Inneren  und  in  der 
Oberfläche  des  ursprünglich  erschütterten  Raumes  positive  Coor- 
dinaten  haben.     Wir  haben  zunächst  r^  und  t,   als  constant  an- 

Riemann.     Partielle  Bifferentialgleichungen.  20 
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gesehen.  Es  werde  also  in  der  rj^  Ebene  ein  Rechteck  von  den 
Seiten  d  rf,  d  t,  gezeichnet ,  für  welches  der  dem  Coordinatenanfang 
zunächst  gelegene  Eckpunkt  die  Coordinaten  j;,  t,  habe.  Ueber 
diesem  Rechteck  errichten  wir  ein  Prisma,  dessen  Kanten  parallel 
der  |-Axe  laufen,  und  beachten  die  Stellen,  an  welchen  dasselbe 
in  den  ursprünglich  erschütterten  Raum  eintritt  und  resp.  aus  ihm 
heraustritt.  Der  einfachste  Fall  ist  der,  dass  nur  ein  Eintritt  und 
nur  ein  Austritt  stattfindet.  Im  allgemeinen  kann  das  Prisma 
auch  öfter  eintreten,  aber  auf  jede  Eintrittsstelle  folgt  dann  eine 
Austrittsstelle,  und  beide  Arten  sind  in  gleicher  Zahl  vorhanden. 
Das  Prisma  möge  eintreten  an  den  Stellen 

Sl  1    53  ?   •   •   •   S?m— 1 

und  austreten  an  den  Stellen 

S2i   S45   •   •   •   b2m« 

An  jeder  solchen  Stelle  wird  ein  Element  aus  der  Oberfläche  des 
erschütterten  Raumes  herausgeschnitten.  Diese  Oberflächenele- 
mente seien  der  Reihe  nach 

Für  jedes  derselben  ziehen  wir  die  nach  innen  gerichtete  Normale 
und  bemerken,  dass  der  Winkel  (|,  n),  den  diese  mit  der  positiven 
|-Axe  einschliesst ,  einen  positiven  Cosinus  hat  an  den  Eintritts- 
stellen, dagegen  einen  negativen  Cosinus  an  den  Austrittsstellen. 
Die  sämmtlichen  herausgeschnittenen  Oberflächenelemente  haben 
in  der  ri^  Ebene  dieselbe  Projection,  nemlich  das  Rechteck  drjd^ 
und  daher  ist 

dTjd^  =  d6.2ic-i    .  cos  (I,  w)2feJi;  , 

=    —    d6.2lc  .   cos   (I,   W)2fc 

für  jedes  ganze  h  von  1  bis  m. 

Nach  dieser  Vorbereitung  finden  wir  leicht  aus  dem  oben  her- 
gestellten unbestimmten  Integral 

1   9  Mo 
r  ■  8| 

den  Werth  des  bestimmten  Integrals.  Wir  haben  nur  die  Werthe 
von  — —^  an   allen  Austrittsstellen   zu    addiren    und   davon   die 

r  e| 

Summe  der  Werthe  derselben  Function  an  allen  Eintrittsstellen 
zu  subtrahiren.  Multipliciren  wir  dann  mit  drjd^^  so  ergibt  sich 
als  Resultat       -      . 
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wenn  die  Summe  auf  alle  Stellen  bezogen  wird,  an  denen  das  Ele- 
mentarprisma überhaupt  durch  die  Oberfläche  des  ursprünglich 
erschütterten  Raumes  hindurchgeht. 

Sollen  hierauf  auch  die  Integrationen  nach  tj  und  ^  ausgeführt 
werden,  so  hat  man  die  vorige  Operation  nicht  für  ein  Elementar- 
prisma vorzunehmen,  sondern  für  alle,  welche  den  ursprünglich 
erschütterten  Raum  überhaupt  treffen.    D.  h.  wir  haben 


d 


d^drjcl^ 


J  J  J    Vr    d^-^   ~^    01      d^    . 

wenn  die  Integration  auf  der  linken  Seite  über  den  ganzen  anfäng- 
lich   erschütterten  Raum,   die  Integration  auf  der  rechten  Seite 
über  seine  gesammte  Oberfläche  ausgedehnt  wird. 
Danach  ergibt  sich 


fff 


T^dldrjd^ 


Auf  das  Raumintegral  der  rechten  Seite  können  wir  dieselbe  Trans- 
formation noch  einmal  anwenden  und  erhalten  dadurch 


/// 


7W^<^^<ivdt 


d(-)  ' 

=  —    /  -  -g^COS(|,)j)(iö  +    /  M„  -^COS(|,K)d(J 

+J  J  J  «o~li^didndi. 

Wird  der  zweite  und  dritte  Bestandtheil  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  (a)  ebenso  behandelt,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 


20* 
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(b) 


i 


d  X 


dt 


+  i/«» 


8(1 


g^  cos (1,1?.)  H-  -g^  cos(7i,n)  +  -g^ 


cos(^,w) 


C?ö 


Nun  ist  aber 


,    M'-)      a^l)      a^(l)l 


d^drjd^. 


Kf) ,  K^) ,  Kf) 


+ 


+ 


=  0, 


also  fällt  das  dreifache  Integral  weg. 

Die  beiden  Oberflächen  -  Integrale  lassen  sich  noch  einfacher 
ausdrücken.  Mit  cos(^,n),cos(r],n),  cos(^,n)  haben  wir  die  Cosinus 
der  Winkel  bezeichnet,  welche  die  vom  Oberflächenelement  dö 
aus  nach  innen  gezogene  Normale  mit  den  Coordinatenaxen  ein- 
schliesst.  Der  Fusspunkt  dieser  Normalen  in  der  Oberfläche 
habe  die  Coordinaten  |,  r;,  l.  Wir  nehmen  auf  ihr  im  Innern  des 
Körpers  einen  unendlich  nahe  an  der  Oberfläche  gelegenen  Punkt 
(I  -j-  (^  I,  ■)/  -j-  fZ 7^,  §  -|-  dt),  der  von  dem  erstgenannten  Punkte  den 
Abstand 

dn  =  V(-Z|2  J^  dri'^  -\-  dt^ 
hat.    Dann  ist 


cos  (I,  n)  =  j^^,    cos  (rj,  n)  —  ^ 


dt 


--,    ,    cos  (L «)  =  ,    , 
dn  ^      ^       dn' 


und  wir  erhalten 

gy  cos{^,n)  +  —  cos{ri,n)  +  -^  cos{%,n) 

8^0  <?|        g^o  (Zi^    1^3 Mo  dt,  8«*o 

ö|  dn~^  d7]  dn~^  dt   dn        8w  ' 


dl]  dn 


»(i)  8(1)  8(1) 

-^  cos(|,«)  +  ^  cos(,i,n)  +  -^  cos«,«) 

=  !©, 

dn 
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Folglich  geht  die  Gleichung  (b)  in  die  einfachere  über 


V 

(c)      -a'^J 


ds" 

dx 


4:7tJ    r    dn  '    AjtJ 


Uo' 


dn 


dö. 


Die  Integrale  rechts  sind  über  die  Oberfläche  des  anfänglich  er- 
schütterten Raumes  auszudehnen.  Setzen  wir  nun  voraus,  dass  in 
dieser  Oberfläche 

0 


dn 

sei,  so  wird 

(d) 

t" 

,  rds" 

dt 


0. 


Dem  entsprechend  sei  in  der  Oberfläche  des  anfänglich  erschütter- 
ten Raumes 


on 


0, 


'Wo 


0,    1^  =  0. 

on 


t"  t" 

/ds"  rds" 

——  dt  ^=  0  und  —  «2  /  .^  ^^  __  Q 
dy  J    dz  ' 

t'  t' 

d.  h.  wir  haben  statt  der  Gleichungen  (3) 

M  =  0,1 
(3*)  y  =  0,1  für^>  ^". 

w  =  0} 
Diese  Betrachtung  bezog  sich  auf  die  Voraussetzung,  dass  der 
Punkt  (x,  ?/,  z)  ausserhalb   des   anfänglich    erschütterten  Raumes 
liegt. 

Liegt  er  dagegen  im  Innern  dieses  erschütterten  Raumes,  so 
haben  wir  ^'  =  0  zu  setzen.     Danach  ist 

J    dx 


(4) 


V  =  Vn  —  a-   I 


8s 
dy 


dt 


W  =Wq  —  u'^ 


:^dt 

ds 


für  t  <  t". 
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Wird  t  ^t",  so  hat  man  als  obere  Grenze  in  den  Integralen  t" 
zu  nehmen  wie  vorher.    Es  wird  nun  auch  zunächst  wieder 

h^dt=0,      h^cU=0,     f^cU=0. 

0  0  0 

Dagegen  muss  der  von  s"  herrührende  Beitrag  hier  aufs  neue  sorg- 
fältig betrachtet  werden.  Die  Gleichung  (a)  bleibt  gültig,  wenn 
wir  t'  =  0  setzen.     Es   wird   freilich  in   dem   Integrale   rechts 

—  =  -  =  00  für  ein  Element  des  Integrals.  Aber  zugleich  wird 
r       0 

das  Raumelement 

d^drjd^  =  r^sinddrdüdcp 
zu  Null  wie  r2^  so  dass  also  der  betreffende  Beitrag  zu  dem  Inte- 
gral nicht  00 ,  sondern  0  ist. 

Um  nun  die  frühere  Transformation  vornehmen  zu  können, 
legen  wir  um  den  Punkt  (x,  y^  s)  eine  Kugel  von  einem  beliebig 
kleinen,  aber  zunächst  endlichen  Radius  r'  =  at'  und  schliessen 
das  Innere  der  Kugel  von  dem  Gebiete  der  Integration  aus.  Da- 
durch wird  bewirkt,  dass  zunächst  der  Punkt  {x^  y^  z)  ausserhalb 
des  Raumes  liegt,  über  den  sich  die  Integration  erstreckt.  Nach- 
her ist  dann  zu  fragen,  welches  Resultat  sich  für  ein  unendlich  klein 
werdendes  r'  ergibt.     Auf  diese  Weise  erhalten  wir,  wie  in  (b) 

t" 

/ßs" 
-^dt 
ox 


=  —  —  /  -  -^  c?ö  +  —  /Wo  -^-^  dö 
4:7cJ    r   cn  '    4:7iJ  on 


-^rJIf 


«0 


\r)    ,        \r)    ,        \r) 


4--^^^  + 


d^drjd^. 


Hier  ist  das  dreifache  Integral  auf  der  rechten  Seite  =  0,  so 
lange  wir  r'  =  at'  nicht  verschwinden  lassen.  Die  beiden  ersten 
Integrale  sind  zu  erstrecken  über  die  äussere  Begrenzung  des  an- 
fänglich erschütterten  Raumes,  ausserdem  aber  noch  über  die 
Oberfläche  der  Kugel,  die  mit  dem  Radius  r'  um  den  Punkt  (x,  y,  z} 
gelegt  ist.  Für  die  äussere  Begrenzung  ist  jedes  der  beiden  Inte- 
grale unter  denselben  Bedingungen  =  0  wie  vorher,  und  unab- 
hängig von  r'. 
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Lassen  wir  r'  in  0  übergehen,  so  kommt  zu  dem  dreifachen 
Integrale  noch  der  Beitrag  hinzu,  der  von  dem  vorher  ausgeschlos- 
senen Kugelraume  herrührt.  Dieser  Beitrag  ist  0.  Denn  führen 
wir  wieder  Kugelcoordinaten  ein,  so  nimmt  das  dreifache  Integral 
die  Form  an 

1 


/// 


^0^ 


d 


dr 


dr 


r'^sinddrdddcp 


-fff 


ih 


dr 


dr 


sinddrddd(p, 


und  da  der  Differentialquotient 


yj  _ 


dr 


dr 
ist  für  jedes  r,  auch  für  y  =  0,  so  behält  das  dreifache  Integral  in 
(e)  seinen  Werth  0,  auch  wenn  man  die  Kugel  um  den  Punkt 
(x,  ?/,  ^)  verschwinden  lässt. 

Jetzt  sind  noch  die  beiden  Oberflächen-Integrale,  ausgedehnt 
über  die  Kugelüäche  vom  Radius  r',  hinzuzufügen,  und  die  Grenz- 
werthe  zu  ermitteln  für  r'  =  0. 

Das  Integral 

'  ^   duo 


dö, 


--  f- 

4:71  J    r  dn 

erstreckt  über  die  Oberfläche  der  Kugel  vom  Radius  r',  geht  in  0 
über  für  lim  r'  =  0.     Dagegen  wird  das  Integral 


4^y 


ön 


über  dieselbe  Kugeloberfläche  ausgedehnt 


TT         2lT 

=  —  -T—   I    1   -r.Uor''^sinddOdw 
47cJ  J    r^ 

0        0 

TT        Sff 

=  —  J~    I     1    UoSinddddcp, 
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und  darin  erhält  iiq  beim  Verschwinden  von  r'  einen  von  6  und  qp 
unabhängigen  Werth,  nemhch  den  Werth,  den  %  iin  Punkte  (x^  ?/,  e) 
besitzt.     Folglich  ergibt  sich 

t" 

/ds"  1 
dt    =    -7—    •    Uq     ■    4:Jt 

0 

=  —  Wo, 

und  es  wird  also  für  den  Punkt  (x,  y,  ^),  der  im  Innern  des  an- 
fänglich erschütterten  Raumes  liegt,  wie  für  einen  äusseren  Punkt: 

(4)  V  =  0,1  für  t  >  t". 

IV  =  o\ 

Die  Voraussetzung  ist  auch  hier,  dass  Wq,  Vq.,  Wq  die  partiellen 
Derivirten  einer  und  derselben  Function  g?  sind,  und  dass  in  der 
Oberfläche  des  anfänglich  erschütterten  Raumes 

«.  =  0,    1^  =  0, 


tVo  =  0, 


dn 
dwQ 

dn 


III.      Bewegung    eines   festen   Körpers   in   einer 
unbegrenzten  incompressibeln  Flüssigkeit. 


§.  110. 

Präcisirung  der  Aufgabe.    Der  Weg  zur  Lösung 
im  allgemeinen. 

In  einer  ruhenden  incompressibeln  Flüssigkeit  von  unbegrenzter 
Ausdehnung  bewege  sich  ein  fester  Körper.  Die  beschleunigende 
Kraft  soll  zu  einer  und  derselben  Zeit  für  alle  Punkte  des  Körpers 


1 


§.   110.     Eingetauchter  fester  Körper.  313 

nach  Grösse  und  Richtung  dieselbe  sein,  sie  soll  nur  mit  der  Zeit 
sich  ändern  können.  Die  Untersuchung  dieser  Aufgabe  lässt  sich 
auf  eine  andere  zurückführen.  Man  kann  den  festen  Körper  als 
unbeweglich  ansehen  und  die  Flüssigkeit  gegen  ihn  sich  bewegen 
lassen.    Dann  lautet  die  Aufgabe  so: 

Die  Bewegung  einer  unbegrenzten  incompressibeln  Flüssigkeit 
zu  untersuchen,  die  von  einer  beschleunigenden  Kraft  ö  getrieben 
wird,  und  in  welcher  ein  unbeweglicher  fester  Körper  sich  befindet. 
Die  beschleunigende  Kraft  6  soll  vom  Orte  unabhängig  und  nur 
eine  Function  der  Zeit  sein.  Die  Anfangsgeschwindigkeit  nehmen 
wir  =  0. 

Vermöge  der  letzten  Bestimmung  sind  die  Gleichungen  (g) 
des  §.  101  erfüllt,  und  folglich  können  wir  von  der  Gleichung  (P) 
desselben  Paragraphen  ausgehen.  Ausserdem  gilt  die  Gleichung 
(4  a)  des  §.  100.     Wir  haben  also  die  beiden  Gleichungen 

^^^  ll  +  ^  ^'''  +  "'  +  '"'^  =  ^-  f  +  ^' 

P'erner  ist  noch  auszudrücken,  dass  die  Geschwindigkeit  nor- 
mal gegen  die  Oberfläche  des  festen  Körpers  stets  =:  0  sei.  Be- 
trachten wir  eine  Curvci  deren  Bogen  von  irgend  einem  beliebig 
gewählten  Anfangspunkte  bis  zum  Punkte  (^,  ^,  s)  mit  s  bezeichnet 
werde.  Die  Tangente  der  Curve  im  Punkte  {x^  y,  z)  schliesst  mit 
den  Coordinatenaxen  Winkel  ein,  deren  Cosinus  resp. 

dx     dy     dz 
ds''    ds  ^    ds 
sind.     Bezeichnen  wir  also  mit  w,  v\  tv  die  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeit in  demselben  Punkte,  so  ist  die  Geschwindigkeit  in' 
der  Richtung  jener  Tangente 

dx    ^      dy    ^        ds 

ds  '^    ds~^      ds 

dcp  dx    I  dcp  dy    ,  dg)  dz 

dx  ds        dy  ds        dz  ds 

d(p 

ds 
Der  Punkt  {x^  y,  z)  liege  in  der  Oberfläche  des  festen  Körpers, 
und  mit  n  werde  die  von  da  aus  nach  innen  gezogene  Normale 
bezeichnet.    Dann  haben  wir 
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(3)         ■  1^  =  0 

zu  setzen  für  jeden  Punkt  in  der  Oberfläche  des  Körpers. 

Die  Componenten  der  beschleunigenden  Kraft  6  seien  cc,  ß,  y. 
In  unendlicher  Entfernung  bewegt  sich  die  Flüssigkeit  frei,  dort 
ist  also 

du^  ■  dv         a    dio 

8«  =  "■  8l  =  ''•   8?  =  ''• 

folglich,  wenn  wir  mit  A,  ft,  v  die  Componenten  der  Geschwindig- 
keit in  unendlicher  Entfernung  bezeichnen: 

t 

A  =  /  adt, 


}i  =  I  ßdt, 

0 

t 
V  =  I  y  dt. 


0 

Daraus  folgt,  dass  wir  in  unendlicher  Entfernung  haben 
d(p  =  Idx  -\-  (idy  -\-  vds, 
und  daher  ist 

Xx  -\-  iiy  -]-  vs 
der  Ausdruck  für  die  Function  (p  in  unendlicher  Entfernung.    Um 
den  allgemein  gültigen  Ausdruck  für  (p  zu  erlangen,  setzen  wir 

q)  :=z  Ix  -\-  ^y  -\-  vz  -{-  cpi. 
Dann  ist  die  Function  q)^  an  die  folgenden  Bedingungen  geknüpft. 
Sie  muss  der  partiellen  Differentialgleichung  (2)  genügen.    An  der 
Oberfläche  des  festen  Körpers  muss  für  (p  die  Gleichung  (3)  erfüllt 
sein.     In  unendlicher  Entfernung  muss 

dx  dy  d0 

sein. 

Hat  man  die  Function  cp  bestimmt,  so  ergibt  sich  der  Druck, 
welcher  im  Punkte  (x,  y,  z)  zur  Zeit  t  ausgeübt  wird,  aus  der 
Gleichung  (1),  nemlich: 

Q  .  dt        2  ^       *  '      • 
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Darin  ist 

V  =  ax  -\-  ßy  -\-  yz 

zu  setzen,  weil  in  dem  vorliegenden  Falle  a,  ß,  y  von  den  Coor- 
dinaten  unabhängig  sind  und  allgemein 

dv_      dV_      dV_ 

sein  soll,  T  ist  eine  Function  von  t  allein,  die  —  wie  schon  Euler 
bemerkt  hat  —  so  lange  unbestimmt  bleibt,  als  nicht  für  jeden 
Augenblick  der  Druck  in  einem  Punkte  der  Oberfläche  der  Flüssig- 
keit gegeben  ist. 

§.111. 

Der  feste  Körper  ist  eine  Kugel. 

Für  den  Fall,  dass  der  in  der  Flüssigkeit  befindliche  feste 
Körper  eine  Kugel  ist,  hat  Dirichlet  die  Aufgabe  des  vorigen 
Paragraphen  gelöst  in  dem  Berichte  über  die  Verhandlungen  der 
Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  aus  dem  Jahre  1852. 

Der  Radius  der  Kugel  sei  c.    Ihr  Mittelpunkt  liege  im  An- 
fangspunkte   der    Coordinaten.     Statt  der    rechtwinkligen    Coor- 
dinaten  ic,  y^  s  führen  wir  Kugel -Coordinaten  ein,  nemlich  den 
Radiusvector  r,  den  Winkel  Ö,  welchen  r  mit  der  positiven  ^-Axe 
einschliesst,  und  den  Winkel  il)  der  durch  r  und  die  ^-Axe  geleg- 
ten Ebene  mit  der  a;;^;- Ebene.    Dann  haben  wir 
X  =  r  sind  cos  ip^ 
y  =  rsindsintl^, 
z  =  rcosd 


zu  setzen,  und  es  ist  r  =  Va;^  -\-  y'^  •}-  z^.     Für  die  Function  (p, 
ergibt  sich  dadurch  der  Ausdruck 

cp  =z  r  (X  sin  6  cos  t  -\-  ^sindsinip  -|-  vcosB)  -f-  (pi. 
Die  partielle  Differentialgleichung,  welcher  qp^  Genüge  leisten 
muss,  ist  die  Gleichung  (2)  des  vorigen  Paragraphen.  Es  sind 
darin  r,  6,  ^  als  unabhängige  Variable  einzuführen  statt  x,  ?/,  z. 
Diese  Transformation  haben  wir  im  §.  71  durdigeführt.  Es  geht 
daraus  die  partielle  Differentialgleichung  hervor: 


K-^) ,  «Ht) 


dr  '        sinOdd        '    sind^   drp^ 
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In  dieser  Gleicliimg  erkennen  wir  aber  die  partielle  Differential- 
gleichung (III)  des  §.  72.  Folglich  muss  sich  qp^  nach  Kugelfunc- 
tionen  entwickeln  lassen.  Die  Coefficienten  der  Entwicklung  er- 
geben sich  aus  der  Bedingung  (3)  des  vorigen  Paragraphen.  Diese 
lautet  jetzt  einfach 

(2)  _  1^  =  0    für  r  =  c, 

d.  h. 

—  (  ~^  )      ^^  ^  ^^"'^  dcosip  -\-  ^  sin  ß  sin  i^  -\-  vcos  ß. 

Da  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  nur  die  ersten  Potenzen 
von  cos  ß,  sin  ß  cos  t,  sin  ß  sin  ip  vorkommen  und  die  Gleichung  für 
jedes  ß  und  jedes  ip  erfüllt  sein,  soll,  so  dürfen  auch  auf  der  linken 
Seite  nur  die  ersten  Potenzen  vorhanden  sein,  und  es  sind  getrennt 
einander  gleich  zu  setzen  die  Coefficienten  von  cosß.,  von  sinßcos^ 
und  von  sin  ß  sin  ■^  auf  der  einen  und  auf  der  andern  Seite.  Danach 
beschränkt  sich  die  Entwicklung  von  q^i  auf  das  eine  Glied,  das 
die  Kugelfunction  ersten  Ranges  enthält,  nemlich 

und  die  Bedingungsgleichung  (2)  gibt 

2P 

— ^  =  A  sin  ß  cosil^  -\-  ^  sin  ß  sin  4^  -\-  v  cos  ß. 

Also  ist  in  dem  vorliegenden  Falle 
(I)         q)  =  (r  -\-  —^  j  (A  sin  ßcost  -j-  ft  sin  ß  sin  ip  -\-  v  cos  ß) 

=  (l  +  ^)  {^^  -f  f*^  +  vz). 
Daraus  erhalten  wir 


9  QP         /  c^\  Sc^x 

*'  =  es  =  (^  +  2Fs)  -^  -  ^7^  ''■''  +  >"'"  +  "")• 

GW         /  c^  \  3c^v 

"^  ^  ^2/  ^  V  +  273)  ^  -  -27?  ^'^^  +  f*^  +  ^^^' 

8  cp         /  c^  \  0  c^  2 

w  =  87  =  (^  +  2F=j  "  -  T?r  (-^^  +  f  2/  +  ''^)' 


!!  =  ('+  w^  ("  +  ''!'  +  »"")• 
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Die  Gleichung  (1)  des  vorigen  Paragraphen  geht  hiernach  über 
in  folgende 

(11)       I  =  T  -  ^  («o;  4-  /32/  -f  r^)  -  I  (^'  +  ^^  +  *'^^). 

Handelt  es  sich  darum,  die  gesammten  Druckkräfte,  welche  auf 
die  Oberfläche  des  festen  Körpers  wirken,  zu  einer  Resultirenden 
und  einem  Kräftepaare  zu  vereinigen,  so  kommt  die  nur  von  t  ab- 
hängige, unbestimmte  Function  T  nicht  mit  in  Betracht.  Denn 
sie  liefert  zu  den  Componenten  der  gesammten  Druckkraft  die 
Beiträge 

/  Q  Tcos{n^x)  da, 

I  Q  Tcos(n,y)  da, 

I  Q  Tcos{n,z)  da, 

und  zu  den  Drehungsmomenten  die  Beiträge 

/  Q  TUjcos  {n,z)  —  s cos  (n,y)    da,      ^ 

I  qT\2cos  (n,x)  —  X  cos  (n,0)  \  da, 

I  Q  tIxcos  (n,y)  —  y cos  {n,x)    d a. 

Dabei  sind  mit  {n,  x),  (n,  y),  (n,  z)  die  Winkel  bezeichnet,  welche 
die  im  Punkte  (x,  y,  0)  der  Oberfläche  des  Körpers  nach  innen 
gezogene  Normale  mit  den  Richtungen  der  wachsenden  Coordinaten 
einschliesst.  da  ist  das  Element  der  Oberfläche,  und  die  Inte- 
gration hat  man  über  die  ganze  Oberfläche  auszudehnen.  Bei  die- 
ser Integration  kann  q  T  vor  das  Integralzeichen  genommen  wer- 
den. Die  Integrale  haben  sämmtlich  den  Werth  0,  sobald  man 
sie  über  die  ganze  Oberfläche  des  völlig  begrenzten  Körpers  er- 
streckt. Denn  es  heben  bei  einer  geschlossenen  Oberfläche,  wie 
sie  auch  gestaltet  sein  möge,  je  zwei  Elemente  der  Integrale  ein- 
ander auf. 

In  unserm  Falle  kann  auch  der  letzte  Bestandtheil  von  p  un- 
berücksichtigt bleiben.  Denn  bei  der  Kugeloberfläche  haben  die 
Integrale,  welche  von  dem  Gliede 


318     Sechster  Abschnitt.    Bewegung  der  Flüssigkeiten. 

herrühren,  den  Werth  Null.  Von  der  auf  das  Oberfiächenelement 
da  ausgeübten  Druckkraft  kommt  also  nur  der  Theil 

—  9  2r3  ^"^  +  ßy  +  r^)d(o        für  r  =  c, 
d.  h. 

—  ^{ax-\-ßy^y2)da 

in  Betracht.  Wir  erhalten  die  Componenten  parallel  den  Coordi- 
natenaxen,  indem  wir  resp.  mit ,   —  — , multipliciren. 

Diese  Componenten  verlegen  wir  in  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten.  Die  Componenten  der  gesammten  Druckkraft  ergeben  sich 
dann  durch  Integration  über  die  ganze  Kugeloberüäche,  also 


1. 

2c 

_£_ 

2c 

± 

2c 


I  {ax^  -\-  ßxy  -\-  yx2)dG)^ 

J  {ccxij  +  ßiß  +  yy^)dG), 

I  {oLxz  -f-  ßys  -f-  yz'^)dc3. 


Zur  Ausführung  der  Integration  nehmen  ^vir  wieder  Kugelcoor- 
dinaten  und  bemerken,  dass  für  die  Kugeloberfläche 

a?  =  c  sin  6  cos  il>, 
y  =  c  sin  6  sin  t/;, 
s  =  ccos  6, 
da  =  c^sinddddip 

ist.     Danach  findet  sich 

/  xyda  =  I  xzda  =  1  yzda  =  0, 

lx^da=c*l   I  sinO^cos'^^dddip  =  -  C^Ti, 

TT      2ir 

I  y'^da  =  c*  I    I  sind^sinil>^d6 dt  =  ö"  c*ar, 

IT      2n 

I  z^da  =  c'^  I   I    sin  6 cosß^dB d^  =  -  c*7t. 


e=o\j,~o 
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Die  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  angreifenden  Componenten 
der  gesammten  Druckkraft  sind  also 

2  2,2, 

:^  TCQC^a,    -  TtQC^ß,     -  Ttgc-y. 

O  o  o 

Sie  setzen  sich  zu  einer  Resultirenden 

2 

o 

zusammen,  die  parallel  zu  der  den  Flüssigkeitstheilchen  gegebenen 
Acceleration  <5  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  geht. 

Es  sind  noch  die  Drehungsmomente  zu  betrachten,  die  von 
der  parallelen  Verschiebung  der  auf  d  co  wirkenden  Componenten 
herrühren.  Mau  erhält  dabei  drei  Kräftepaare,  die  auf  Drehung 
resp.  um  die  rr-Axe,  die  y-Axe^  die  ^-Axe  wirken.  Ihre  Momente 
sind 

Yc  («^  +  ßy  -\-  7^)  (^co  -  (y^  —  ^y\ 

^  (ax  -{-  ßy  -\-  y  s)  dco  .  {zx  —  xs)^ 

^  (ax  -^  ß y  -]-  y  0)  d a  .  (xy  —  yx% 
d.  h.  gleich  0,  es  findet  also  keine  Drehung  statt. 


§.  112. 

Bewegung  nach  dem  Aufhören  der  Beschleunigung, 

Wir  betrachten  noch  besonders  den  Fall,  dass  nach  Ablauf 
einer  gewissen  Zeit  ^i  die  beschleunigende  Kraft  6  aufhört,  und 
untersuchen  die  Bewegung  für  eine  spätere  Zeit.  Gleichzeitig  mit 
ö  wird  auch  der  Druck  der  Flüssigkeit  gegen  die  Kugel  aufhören. 
A,  Y*,  V  werden  constant,  nemlich 

<i  <i  ti 

X  =  l(x,dt,    ^  =  1  ßdt,    v=lydt. 

0  0  0 

Wir  legen  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  eine  gerade 
Linie,  so  dass  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  sie  mit  den  Coor- 
dinatenaxen  einschliesst,  die  Werthe  haben 
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^  fl  V 

VA2  4-  ^2  J^  ^2'       V*A2  -|-  /tA2  -|-  r2'       V  Ä2~:^  fi2  _j_  ^2 

Diese  Linie  wählen  wir  zur  Axe  eines  neuen  Polar -Coordinaten- 
systems.  Es  sei  ^  der  Winkel,  welchen  mit  ihr  der  nach  dem 
Punkte  (rr,  y,  s)  gezogene  Radiusvector  r  bildet.     Dann  ist 

Ix  -\-  lllj  -\-  vz 
cos  ^  =  -, 

rV  X-2  -\-  ^'^  -|-  v^ 

und  daraus  findet  sich 

(p  =  r  cos  &  (l  -{-  ^\  V  A-3  4-  f^2  _^  v^. 

Geben  wir  (p  einen  constanten  Werth,  so  wird  dadurch  eine  Ober- 
fläche festgelegt,  deren  Gleichung 


(1)  (l  +  21^) 


r  cos  d'  =  const. 


ist.  Und  zwar  gibt  die  Gleichung  (1)  zu  erkennen,  dass  die  Ober- 
fläche eine  Rotationsfläche  ist,  welche  die  eben  angenommene 
Polaraxe  zur  Rotationsaxe  hat.  Ertheilen  wir  der  Constanten, 
welcher  (p  gleichgesetzt  wird,  andere  und  andere  Werthe,  so  ergibt 
sich  eine  Schaar  von  unendlich  vielen  Rotationsflächen,  welche  die 
Rotationsaxe  gemein  haben.  In  jeder  von  ihnen  hat  die  Function  9? 
einen  besonderen  constanten  Werth. 

Wir  nehmen  vom  Punkte  (x,  y,  z)  aus  in  einer  der  eben  be- 
sprochenen Flächen  eine  unendlich  kleine  Verschiebung  vor,  deren 
Projectionen  auf  den  rechtwinkhgen  Coordinatenaxen  resp,  8x,  dy, 
80  sein  mögen.  Dann  ergibt  die  Gleichung  der  Fläche,  cp:=const.^ 
durch  Diff'erentiation 

Nun  sind  aber  8x^  8y^  8s  den  Cosinus  der  Winkel  proportional, 
welche  die  in  der  Fläche  vorgenommene  Verschiebung  mit  den 

Coordinatenaxen  einschliesst.     tt-  -,  -^i  t^-   sind   die   Geschwin- 

dx     dy     ds 

digkeitscomponenten  des  Flüssigkeitstheilchens  im  Punkte  (x,  y,  z) 
und  daher  proportional  den  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Bahn 
dieses  Theilchens  an  der  Stelle  (a?,  y^  s)  mit  den  Coordinatenaxen 
bildet.  Demnach  gibt  die  Gleichung  (2)  zu  erkennen,  dass  die  Bahn 
des  Flüssigkeitstheilchens  normal  zui'  Fläche  cp  -=  const.  hegt. 
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Die  Normale  in  irgend  einem  Punkte  einer  Rotationsfläche 
schneidet  die  Rotationsaxe  und  fällt  mit  ihr  in  eine  Ebene,  die 
durch  die  Rotationsaxe  und  den  Punkt  (jc,  ^,  s)  vollständig  fest- 
gelegt ist.  In  dieser  Ebene  liegt  dann  also  auch  der  Punkt 
(x  -\-  d  x^  y  -\-  d  y,  s  -\-  d  ^)  der  Bahn  des  Flüssigkeitstheilchens. 
D.  h.  das  Theilchen  tritt  aus  der  Ebene  überhaupt  nicht  heraus. 

Da  der  Punkt  (x  -\-  d  x,  y  -\-  d  y,  s  -\-  d  z)  auf  der  Normale 
der  Fläche  (cp  =  const.)  liegt,  so  haben  wir 

d X d X  -\-  dydy  -]-  dzd s  =  0 
und  folglich  aus  (2) 

(3)  dx.dy.d,-^.^.-:^^^ 

Diese  Gleichung  hat  man  mit  der  Gleichung  einer  durch  die  Polar- 
axe  gelegten  Ebene  zu  verbinden  und  durch  Integration  die  Bahn 
des  Flüssigkeitstheilchens  zu  bestimmen.  Dazu  gelangt  man  jedoch 
einfacher  so.  Wir  denken  uns  die  Ebene  durch  die  Rotationsaxe 
und  den  Punkt  {x^  y,  z)  gelegt  und  betrachten  in  der  Fläche 
(^  =  coiist.)  und  normal  gegen  dieselbe  nur  solche  Verschiebungen, 
welche  in  jener  Ebene  liegen.  Dem  Punkte  (x,  y,  s)  gehören  dann 
in  der  Ebene  die  Polarcoordinaten  r,  -9'  an.  Nehmen  wir  auf  r  die 
Verschiebung  ö  r  und  rechtwinklig  dagegen  die  Verschiebung  rdd- 
vor,  so  gelangen  wir  zu  einem  Punkte  (y  -\-  dr,  -S-  -j-  d'O-),  der  noch 
in  der  Fläche  (tp  =  const.)  liegen  möge.     Alsdann  ist 

^  ^/  -^ -^  r  ö  -9-  =  0. 

er  '    r  0  IT 

Nehmen  wir  aber  auf  r  die  Verschiebung  dr  und  rechtwinklig 
dagegen  die  Verschiebung  rdd-  vor,  so  gelangen  wir  zu  einem 
Punkte  (r  -\-  dr.,  Q-  -f-  dd'}.,  dessen  Verbindungslinie  mit  dem  Punkte 
(r,  0-)  normal  zur  Fläche  (cp  =  const)  liegen  möge  und  also  ein 
Element  der  gesuchten  Bahn  ist.    Dann  haben  wir 

dr  .  8r  -\-  rdd"  .  rd d-  =:  0 
und  folglich 

(4)  ,,r:rd»  =  ^^-   ^'^ 


dr     rd  0" 


Wir  haben  gefunden 


g)  =  r  cos  &(l-i-  i^)  V  A2  +  ^-^  +  v\ 
folglich  ist 

Kiemann.    Partielle  Differentialgleiolmiigen.  21 


oder 
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If  =  (l  -  I)  VA' +  (.'  +  -'  cos  », 

Die  Gleichung  (4)  gibt  also 

dr  :  rd&  =  —  -^ ^-/-  cotgd- 

1  +  — 

^ =  —  cotq^d^. 

Dieser  Differentialgleichung  gehört  das  Integral  an 

(I)  ,:r^  =  ^^>^^^ 

wenn  £  die  Integrationsconstante  bezeichnet.  Da  nach  der  Natur 
der  Aufgabe  r  ^  c  genommen  werden  muss,  wenn  man  überhauiDt 
zu  Flüssigkeitstheilchen  gelangen  will,  so  darf  £  nicht  negativ  ge- 
nommen werden.  Wir  erhalten  in  der  einen  Ebene  alle  Bahn- 
curven  der  Flüssigkeitstheilchen,  wenn  wir  £  alle  Werthe  von  0 
bis  00  beilegen.  Da  aber  die  Gleichung  (I)  ganz  unabhängig  von 
der  besondern  Lage  der  Ebene  ist,  so  zeigt  sich,  dass  die  Bewegung 
der  Flüssigkeit  völlig  symmetrisch  zu  der  Rotationsaxe  der  Flächen 
(qp  =  const.)  vor  sich  geht.  Hat  man  also  in  der  einen  Ebene 
die  Bahncurven  gezeichnet,  so  erhält  man  durch  Drehung  der  Ebene 
um  die  Rotationsaxe  eine  Schaar  von  Bahnfiächen.  Jede  durch 
die  Rotationsaxe  gelegte  Ebene  schneidet  diese  Schaar  Flächen  in 
einer  Schaar  von  Bahncurven. 

Wir  wollen  noch  die  äussersten  Fälle  £  =  0  und  £  =  oo  be- 
trachten.   Für  £  =  0  ist  entweder 

r  =  f, 
oder 

'^  =  0. 

Die  Curve  besteht  also  aus  dem  Durchschnittskreise  der  festen 
Kugel  mit  einer  Ebene,  die  durch  die  Rotationsaxe  der  Flächen 
{q)  z=  const.)  gelegt  ist  (r  =  c),  und  aus  dieser  Axe  selbst,  soweit 
sie  ausserhalb  der  Kugel  liegt  {%■  =  0). 
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Ist  £  =  00 ,  SO  hat  man  zu  bedenken,  dass 

»•">  —  f;3  — 
sein  muss,  also  r  sehr  gross,  so  dass  man  lim  — :r  ==  0  zu  nehmen 
hat.    Man  erhält  danach 


1-4 


lim  r-  sin  '9-2  =  £, 

d.  h.  für  £  =  00  geht  das  Flüssigkeitstheilchen  in  unendlicher  Ent- 
fernung parallel  zur  Axe  der  Rotationsflächen  (g?  =  consL). 

§•  113. 
Bewegung  der  Kugel  von  constanter  Dichtigkeit. 

Die  Kugel  soll  die  constante  Dichtigkeit  q'  haben,  also  die 

4 
Masse  -  tcq'c^.   Um  die  Druckkraft  aufzuheben,  welche  die  Flüssig- 

keit  auf  die  Kugel  übt,  müssen  wir  auf  sie  eine  beschleunigende 
Kraft  wirken  lassen,  deren  Componenten  parallel  den  Coordinaten- 
axen  resp. 

■-2?"'     -i?**'     -2?'' 
sind,  d.  h.  eine  beschleunigende  Kraft 

9  ' 

-27"' 

welche  der  auf  die  Flüssigkeit  wirkenden  Kraft  ö  gerade  entgegen- 
gesetzt gerichtet  ist.  Dann  kann  die  Kugel,  auch  wenn  sie  frei 
ist,  ihre  Stelle  nicht  ändern. 

Nun  soll  noch  auf  das  ganze  System  die  beschleunigende  Kraft 
—  ö  mit  den  Componenten  —  a,  —  /3,  —  y  einwirken.  Dadurch 
wird  jeder  Punkt  des  Systems  um  dasselbe  Stück  verschoben.  Der 
Punkt,  welcher  ohne  die  Einwirkung  der  Kraft  —  6  zur  Zeit  t  sich 
an  der  Stelle  (x,  y,  s)  befunden  hätte,  hat  in  WirkUchkeit  zur  Zeit 
t  die  Coordinaten 

21* 
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t  t  t 

X  —    l   Idt^     y  —  I  ^dt^    z  —   I  vdt. 

0  0  0 

Die  Componenten  der  auf  die  Flüssigkeit  ausgeübten  beschleuni- 
genden Kraft  sind  jetzt 

■  CK  —  M,     ß  —  ß,     y  —  y, 
d.  h.  =  0.     Auf  die  Kugel  dagegen  wirken  die  Componenten  der 
Beschleunigung 

Ihre  Geschwindigkeiten  parallel  den  Axen  sind 

A,       —   /LI,       —  V. 

Sie  bewegt  sich  also  genau  so,  als  ob  die  Flüssigkeit  nicht  vorhan- 
den wäre,  und  die  beschleunigenden  Kräfte 

—  «,     —  /3,     —  y 
parallel  den  Axen  wirkten. 

Die  Richtung  der  beschleunigenden  Kraft  wird  durch  die 
Flüssigkeit  nicht  geändert,  ihre  Grösse  aber  im  Verhältniss 

verkleinert. 

Damit  also  die  Kugel,  von  Flüssigkeit  umgeben,  sich  so  be- 
wege, als  ob  sie  frei  wäre  und  durch  die  beschleunigende  Kraft 
—  6  getrieben  würde,  muss  man  noch  die  beschleunigende  Kraft 

-^'^ 

hinzufügen.       Dieser    Zusatz    überwindet    den    Widerstand    der 
Flüssigkeit. 


ABinerkung.  Die  Grundlagen  der  wissenschaftlichen  Hydrodynamik 
verdanken  wir  Euler.  Von  den  in  §.  98  erwähnten  beiden  Wegen  hat  er 
zuerst  den  zweiten  eingeschlagen  in  der  Abhandlung :  Principes  generaux 
du  mouvement  des  fluides  (Histoire  de  l'Acad.  de  Berlin  1755).  Später  hat 
er  auch  den  ersten  Weg  verfolgt  (De  principiis  motus  fluidorum.  Novi 
Comment.  acad.  Petrop.  T.  14.  P.  1.  1759).  Nach  Euler  hat  Lag  ränge 
diese  Methode  reproducii-t  in  der  Mecanique  analytique  (Ed.  3.  T.  2.  p.  250)' 
nachdem  er  die  Gleichungen  der  ersten  Eni  er 'sehen  Abhandlung  seinem 
Memoire  sur  la  th^orie  du  mouvement  des  fluides  (Nouveaiix  Mem.  de  l'Acad. 
de  Berlin  1781)  zu  Grunde  gelegt  hatte. 
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Von  neueren  Arbeiten  sind  zu  nennen: 
C  leb  seh.      lieber    eine    allgemeine    Transformation    der   hydrodynamischen 

Gleichungen.    (Borchardt's  Journal  Bd.  54.) 
C  leb  seh.      üeber    die    Integration    der    hydrodynamischen     Gleichungen. 

(Borchai'dt's  Journal  Bd.  56.) 
Helmholt z.     lieber  Integrale  der  hydrodynamischen  Gleichungen,   welche 

den  "Wirbelbewegungen  entsprechen.     (Borchardt's  Journal  Bd.  55.) 
H  a  n  k  e  1.     Zur  allgemeinen  Theorie  der  Bewegung  der  Plüssigkeiten.     (Preis- 
schrift.    Göttingen  1861.) 
Dirichlet.     Untersuchungen  über   ein  Problem   der  Hydrodynamik.     Aus 
dem  Nachlass  hergestellt  von  Dedekind.     (Abhandlungen  der  Ges.  der 
Wisseuächaften  zu  Göttingen  Bd.  8.) 
Eiemann.    Beitrag  zu  den  Untersuchungen  über  die  Bewegung  eines  flüssi- 
gen gleichartigen  EUixDSoids.     (Abhandlungen  der  Ges.  der  "Wissenschaften 
zu  Göttingen.    Bd.  9.) 

Die  Bewegung  eines  festen  Körpers  in  einer  unendlichen  incompressibeln 
Flüssigkeit  ist,  wie  schon  angeführt,  zuerst  von  Dirichlet  untersucht  und 
zwar  für  die  Kugel.  Nach  ihm  hat  Clebsch  die  Aufgabe  für  das  Ellipsoid 
behandelt  (Crelle's  Journ.  Bd.  52.  53).  Für  einen  Ring  von  kreisförmigem 
Querschnitt  hat  Eiemann  in  den  "Vorlesungen  vom  "Wintersemester  1860/61 
die  Lösung  der  Aufgabe  angedeutet.  Die  Ausführung  der  Eechnung  muss 
jedoch  einer  besondern  Veröffentlichung  vorbehalten  bleiben. 

Die  Untersuchungen  der  §§.  103  bis  105  rühren  von  Euler  her:  De  la 
propagation  du  son  (Hist.  de.  l'Acad.  de  Berlin  1759).  Der  allgemeine  Fall 
ist  von  Poissou  behandelt  (Menioires  de  l'Acad.  de  Paris.  T.  10).  Noch  ist 
anzuführen  die  Abhandluug  von  Eiemann:  Ueber  die  Fortpflanzung  ebener 
LuftweUen  von  endlicher  SchwingiuigsAveite.  (Abhandlungen  der  Gesellschaft 
der  "Wissenschaften  zu  Göttingen.    Bd.  8.) 
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